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摘要：【目的】研究当函数代数乘法作用在函数空间时的可约代数问题。【方法】设犡是紧 Ｈａｕｒｓｄｏｒｆｆ空间，犃是犡 上的对

数模代数。根据Ｒｉｅｓｚ表示定理，对犃上每个正线性泛函φ，存在唯一的表示测度犿。犔
２（犿）表示犡 上犿 可测的平方可

积函数组成的勒贝格空间，犎２（犿）表示犃在犔２（犿）的闭。证得犎２（犿）中函数可表示为犎∞（犿）中两个函数的商。【结果】

证明了当犃中函数的犃 乘法作用在犎２（犿）时，犃 的每个稠定义的不变图变换犜 具有压缩谱，且进一步证明了若犅是

犎２（犿）上包含犃的约化代数，则犅是自伴的。【结论】推广了已有文献的结果。
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设犎 是一个可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，犅（犎）是 犎 上有界线性算子全体组成的代数。犕 是犎 的闭子空间，对

犅（犎）中的算子犜，若有犜犕犕，则犕 称为犜 的不变子空间；若犕 还是犜的不变子空间，称犕 为约化子空间。

若犕 不是零空间和全空间，则称犕 是非平凡的。闭子空间犕 称为一个算子集的不变子空间或约化子空间若它

是算子集合中每个算子的不变子空间或约化子空间。

犅（犎）的有单位的子代数犅称为可递的，若犅只有平凡的不变子空间；犅称为约化的，若它的不变子空间一

定是约化子空间。Ｋａｄｉｓｏｎ提出了可递代数问题：是否每个可递代数犅犅（犎）在犅（犎）中都是强稠的？Ｒａｄｊａｖｉ

和Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ
［１］首先提出了可约代数问题：是否每个可约代数犅犅（犎）都是自伴的？可递代数问题、约化代数

问题都与著名的不变子空间问题紧密相关，即：可分Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的任何有界线性算子是否都有非平凡的不变

子空间？

不变子空间问题等价于犎 上每个算子犜 和单位生成的代数是否都是强稠的。Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］引入了

催化算子的概念：称一个算子或算子集相对于可递代数是催化的，若包含该算子或算子集的可递代数在犅（犎）都

是强稠的；称算子相对于约化代数是催化的，若包含它的约化代数都是自伴的。若算子Ａ相对于可递代数是催

化的，则它一定有非平凡的不变子空间。Ａｒｖｅｓｏｎ
［３］第一个明确提出了可递代数问题，发展了一套研究可递代数

的工具，并得到了部分结果；他证明了单重单向位移，以及非数值的自伴算子对可递代数是催化的。后来

Ｒｉｃｈｔｅｒ
［４］证明了Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ位移相对于可递代数也是催化的。Ｎｏｒｄｇｒｅｎ

［５］将Ａｒｖｅｓｏｎ的结果推广到有限重的单

向位移算子。程国正等人［６］证明了具完备ＮｅｖａｎｌｉｎｎａＰｉｃｋ核的函数 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的乘坐标函数的算子对可

递代数和约化代数都是催化的。Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］证明了复平面中多连通域上的丛位移算子对可递单数是催

化的。对约化代数，Ｒａｄｊａｖｉ和Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ
［１］发展了一套类似于可递代数问题研究的方法，并证明了单向位移相对

于约化代数是催化的。

在下一节，将先回顾函数代数的一些基本结果，并证明犎∞（犿）中函数的商表示定理。在第二节，将证明对

数模代数相对于约化代数是催化的，这推广了Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］的结果。

１对数模代数

本文中，假设犡是一个紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间，犆（犡）为犡上复值连续函数全体组成的代数。犆（犡）的子代数犃
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称为一致代数（Ｕｎｉｆｏｒｍａｌｇｅｂｒａ），若它满足：分离犡中的点且包含所有的常值函数。用Ｒｅ犃表示犃 所有函数的

实部，犃－１表示犃中所有可逆函数的全体，ｌｎ｜犃
－１
｜表示集合｛ｌｎ｜犳｜，犳∈犃

－１｝。

设φ是犃 上的乘法线性泛函，由Ｒｉｅｓｚ表示定理知存在犡上的正测度犿 满足：

φ（犳）＝∫犡
犳ｄ犿，犳∈犃，

且称犿为φ的表示测度。表示测度通常不是唯一的。φ的ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度是犡上满足：

ｌｎ狘φ（犳）狘＝∫犡
ｌｎ狘犳狘ｄ犿，犳∈犃

－１ ，

的正测度犿。φ的ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度也是φ的表示测度。事实上，对犳＝狌＋ｉ狏，有：

∫犡
犳ｄ犿＝∫犡

（狌＋ｉ狏）ｄ犿＝∫犡
ｌｎｅ狌ｄ犿＋ｉ∫犡

ｌｎｅ狏ｄ犿＝ｌｎｅφ
（狌）
＋ｉｌｎｅφ

（狏）
＝φ（狌）＋ｉφ（狏）＝φ（犳）。

ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度总是存在的
［３，７］。

称一致代数犃称为犡 上的对数模代数，若ｌｎ｜犃
－１
｜在Ｒｅ犆（犡）中一致稠密。为叙述方便，后文中的犃均表

示紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡上的对数模代数。Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ代数是对数模代数，因为Ｒｅ犃ｌｎ｜犃
－１
｜。对数模的函数论

相关结果，可参考Ｈｏｆｆｍａｎ
［８］的研究。

对数模代数犃上的任何乘法线性泛函φ，在犡上存在唯一的表示测度犿。犃φ 表示泛函φ的核空间，即犃φ＝

｛犳∈犃狘∫犡
犳ｄ犿＝φ（犳）＝０｝。犔

２（犿）是犡上相对于测度犿 的勒贝格空间。犎２（犿）和犎２

φ
（犿）分别表示犃和犃φ

在犔２（犿）中的闭包。则犃＋犃在犔２（犿）中稠密，犔２（犿）＝犎２（犿）%犎２

φ
（犿），且函数犵∈犔

２（犿）在犎２（犿）中的充要

条件是对任何犳∈犎
２

φ
（犿）有∫犡

犳犵ｄ犿＝０。犎∞（犿）是犃在犔∞（犿）中的弱闭包。犎２（犿）中函数犵称为外函数，若

犃犵在犎
２（犿）中稠密；或等价地说，犵是外函数，若∫犡

ｌｎ狘犵狘ｄ犿＝ｌｎ狘∫犡
犵ｄ犿狘＞－∞ 。

因犎２（犿）是犃的闭，所以对函数犳∈犃和任意的犵∈犎
２（犿），有犳犵∈犎

２（犿）。称犎２（犿）的闭子空间犕 是

犃 的不变子空间，若它在乘犃中所有函数下是不变的。Ｈｏｆｆｍａｎ
［８］刻画了犎２（犿）的不变子空间，有如下引理。

引理１
［８］
　若犕 是犃 不变子空间，且存在函数犳∈犕 使得∫犡犳ｄ犿≠０。则存在犡上的相对于犿 几乎处处为

１的函数犉∈犎
２（犿）使得犕＝犉犎２（犿）。进一步地，在相差一个模为１的常数下，该函数是唯一的。

一个自然的问题是：对犎２
犎（犿）和犔

２
犎（犿），Ｂｅｕｒｌｉｎｇ型定理

［１１］是否成立？

对于该问题，有下面引理，它的证明类似于经典Ｈａｒｄｙ空间以及文献［７］中Ｇａｍｅｌｉｎ的定理Ｖ．４．３的证明。

引理２　设犃为紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡上的对数模代数。对犃上的任何乘法线性泛函φ，犿表示犡 上相应于

φ的表示测度。对任何函数犳∈犎
２（犿），存在两个函数犳１∈犎

∞（犿），犳２∈（犎
∞（犿））－１使得犳＝

犳１

犳２
。

证明　有正交分解
［８］：犔２（犿）＝犎２（犿）%犎２

φ
（犿），这里的犎２

φ
（犿）是犃φ 在犎

２（犿）中的闭。注意到对任何函

数狌∈Ｒｅ犎
２（犿），存在唯一的函数狏∈Ｒｅ犎

２

φ
（犿）使得狌＋ｉ狏∈犎

２（犿）。因此，对犳∈犎
２（犿），存在函数狏使得

ｌｎ＋｜犳｜＋ｉ狏∈犎
２（犿），这里的ｌｎ＋｜犳｜＝ｍａｘ｛ｌｎ｜犳｜，０｝。若定义犵＝ｅ

－ｌｎ
＋
｜犳｜＋ｉ狏，则犵在犎 ∞（犿）中可逆

［７］，因此犳犵

也是有界的。令犳１＝犳犵和犳２＝犵，即可得犎
２（犿）中函数的表示引理。 证毕

该引理推广了经典Ｈａｒｄｙ空间上的相应结果，该结果对研究与Ｈａｒｄｙ空间上乘法算子交换的稠定算子的闭

性质是非常重要的［９１０］。

２约化函数代数

犎 表示一个无限维的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，犅（犎）是犎 上的有界线性算子全体组成的代数。犅为犅（犎）的子代数，

设狀为一个正整数。

引理３
［１２］
　若对任何正整数狀，犅

狀 都是约化代数，则犅是自伴的。

定义１　闭线性流形犕犎
（狀）称为犅狀 的不变图子空间若它是犅狀 不变的，且存在非零子线性流形犇犎 上

的线性变换犜１，…，犜狀－１，使得：犕＝｛（狓，犜１狓，…，犜狀－１狓）｜狓∈犇｝，这里的犎
（狀）表示狀个犎 的直和。线性变换犜

称为相对于犅 的一个图变换，若存在狀和犅狀 的某个不变图子空间犕，使得犜是中｛犜犻｝的元素之一。
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犅狀 的约化性研究可转化为研究不变图子空间。

定义２　称线性变换犜有压缩谱，若存在λ∈犆使得犜－λ在犎 中不稠密。

下设犃是紧 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡 上的对数模代数，φ是犃 上的正线性泛函，犿 相应于φ 的唯一表示测度。

犔２（犿）是犡上由犿 定义的勒贝格空间，犎２（犿）是犃在犔２（犿）中的闭。犃乘法作用在犎２（犿）上。

引理４　对犎
２（犿），犃的每个稠定义的不变图变换犜 具有压缩谱。

证明　只需要证明对每个函数犳∈犇，存在两个函数犺１，犺２∈犎
∞（犿）使得犜犳＝

犺１
犺２
即可。

首先，证明对每对非零函数犳，犵∈犇，均有
犜犳

犳
＝
犜犵

犵
。由引理２，存在函数犳１，犳２，犵１，犵２∈犎

∞（犿），其中犳２ 和

犵２ 在犎
∞（犿）中是可逆的，使得犳＝

犳１

犳２
和犵＝

犵１

犵２
。这里将证明犜犳

犳
＝
犜犵

犵
，或犵１犳２犜犳＝犵２犳１犜犵。但由犜与犜犵１犳２和

犜犵２犳１的交换性，可知：

犵１犳２犜犳＝犜犵１犳２犜犳＝犜犵１犳２犳＝犜犵２犳１犵＝犜犵２犳１犜犵＝犵２犳１犜犵。

因此通过在最后一个方程两边除以犵１犳１，有
犜犳

犳
＝
犜犵

犵
。令犺＝

犜犳

犳
，就有犜犳＝犺犳，犺是犎

２（犿）中两个函数的商。

又由引理２可知，犎２（犿）函数可表示为犎∞（犿）中两个函数的商。因此犺可表示犎 ∞（犿）中两个函数犺１，犺２ 的

商。 证毕

引理５
［７］
　若犅是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎 上的约化代数，犜是与犅 交换的闭线性变换且犜 的值域包含在犜 的核与

犜的定义域的正交补的直和中，则犜与犅交换。

引理６　若犝 是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，犕＝｛（狓，犜狓）｜狓∈犇｝是犝

（２）的非零不变图子空间。则犕 包

含犝
（２）的一个非零约化子空间。

证明　犜显然与犝 交换。由引理４，存在λ∈犆 使得犜－λ的值域 Ｒａｎ（犜－λ）在 犎
２（犿）中不稠密。

Ｒａｎ（犜－λ）在犝 作用下不变，因此它的闭包Ｒａｎ（犜－λ）在犝 作用下也不变。Ｒａｎ（犜－λ）在 犎
２（犿）中的正交补

Ｒａｎ（犜－λ）⊥在犝 作用下也不变，因此在犪∈犃作用下不变，因为犝 是约化代数。从而由引理１，犎
２（犿）中存在

函数犉满足Ｒａｎ（犜－λ）⊥＝犉犎
２（犿）且犇０＝犇∩Ｒａｎ（犜－λ）

⊥在Ｒａｎ（犜－λ）⊥中稠密。因此犇０ 是非空的。

现在定义犕０＝｛（狓，犜狓）｜狓∈犇０｝。显然犕０ 是犕 的闭子空间，且在犝
（２）作用下不变。进一步地，（犜－λ）｜犇

０

是与犝 交换的闭线性变换，它的值域正交于犇０。因此由引理５知，（犜－λ）｜犇
０
与犝交换。故犕０ 在（犝

）（２）作用

下不变，从而为犝
（２）的约化子空间。 证毕

定理１　若犅是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，则犅

（２）是（犎２（犿））
（２）上的约化代数。

证明　设犕 是犅
（２）的不变子空间，犖 是犅

（２）的且包含在犕 中的所有约化子空间的线性闭包。则犖犕 显

然也是犅
（２）的约化子空间。

接着证明犖＝犕。假设等式不成立，令犕０ 为犖 在犕 中的正交补，则它是非平凡的。犕０ 也是犅
（２）的不变子

空间。进一步地，若（０，犳）∈犕０，则犳＝０。

因此犕０ 是犎
２（犿）上某个线性变换犜的图，即：犕０＝｛（犳，犜犳）｜犳∈犇０｝。

从而由引理６知犕０ 中包含犅
（２）的至少一个非平凡约化子空间，这与犕０ 中不包含犅

（２）的约化子空间矛盾。

证毕

定理２　若犅是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，则犅是自伴的。

证明　由定理１，犅
（２）是约化代数，因此犅

（４）也是约化代数。归纳法知对任何正整数狀，犅
（２
狀）也是约化代数。

也表明对任何正整数狀，犅
（狀）是约化代数。从而由引理３知犅是自伴的。 证毕
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