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一类具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量
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摘要：【目的】在芬斯勒几何中，研究具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。【方法】在β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式和一定的Ξ

曲率条件下，刻画具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。【结果】在狀（≥３）维流形犕 上，如果具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量

犉还满足β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式和一定的Ξ曲率条件，那么它的旗曲率是常数。【结论】在流形维数狀≥３时，满足上

述条件的Ｒａｎｄｅｒｓ度量的结构可被完全确定。
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旗曲率是芬斯勒几何中一类重要的黎曼几何量。众所周知，射影平坦的芬斯勒度量一定具有标量旗曲率，

但可以找到无穷多个具有标量旗曲率的芬斯勒度量，它们是非射影平坦的。并且，人们也找到了许多具有标量

旗曲率的芬斯勒度量，它们的旗曲率不是常数。这些都表明研究和刻画具有标量旗曲率的芬斯勒度量的工作具

有十分重要的意义，所以这一方向一直是芬斯勒几何研究中的热点。由于芬斯勒度量的计算相对复杂，人们首

先对Ｒａｎｄｅｒｓ度量作了深入研究，并且已经取得了一系列重要的成果。２００３年沈忠民
［１］分类刻画了射影平坦且

具有常数旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量；进一步地，２００４年Ｂａｏ等人
［２］利用黎曼流形上的Ｚｅｒｍｅｌｏ导航术完全分类了

具有常数旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。同时，２００３年程新跃等人
［３］证明了具有标量旗曲率且具有迷向犛曲率的芬斯

勒度量犉一定具有弱迷向旗曲率，且一般地，它的逆命题不成立。但沈忠民和Ｙｉｌｄｉｒｉｍ
［４］证明了上述结果的逆

命题对Ｒａｎｄｅｒｓ度量是成立的。在此基础上，２００９年程新跃和沈忠民
［５］完全分类了狀（≥３）维流形犕 上具有弱

迷向旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。最近，程新跃等人
［６］在β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式的前提下进一步刻画了具有标

量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量并得到了若干必要条件，这里β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式是指流形犕 上的１形式β＝

犫犻（狓）狔
犻满足犫犻；犼＋犫犼；犻＝０，其中“；”表示关于α的ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ联络的协变导数。

芬斯勒几何与黎曼几何相比，它不仅含有黎曼几何量，还有许多非黎曼几何量。芬斯勒几何中的一个重要

问题就是理解非黎曼几何量的几何意义，特别是建立黎曼几何量和非黎曼几何量之间的关系。近年来，学者们

已经发现了一系列重要的非黎曼几何量（如Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率、犛曲率等）与黎曼几何量（如旗曲率、Ｒｉｃｃｉ曲率等）

之间的内在关系，从而得到了许多非常有意义的结果。最近，人们在芬斯勒几何中引入了两个新的非黎曼几何

量：Ξ曲率和犎曲率，并得到了一系列有意义的结果，如莫小欢
［７］得到了犎曲率与旗曲率、Ｒｉｃｃｉ曲率及其他非

黎曼几何量之间的若干恒等式，沈忠民［８］进一步证明了：对于芬斯勒度量犉，如果它具有殆迷向犛曲率，则它具

有几乎消失的Ξ曲率，特别地Ξ＝０等价于犉具有常数犛曲率。一般说来，上述事实反之不一定成立，但对于

Ｒａｎｄｅｒｓ度量而言是等价的。此外，沈忠民
［８］还指出：对于一个具有标量旗曲率的芬斯勒度量犉，它具有弱迷向

旗曲率等价于它具有几乎消失的Ξ曲率或者犎曲率；特别地，Ξ曲率或者犎曲率为零等价于犉具有常数旗曲

率（狀≥３）。更一般地，沈忠民和李本伶
［９］研究了流形上Ｓｐｒａｙ的几何，证明了对流形犕 上的Ｓｐｒａｙ而言，犎犻犼＝０

等价于Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼且犳犻犼＋犳犼犻＝０，他们

［１０］还进一步证明了，狀维流形犕 上，具有标量曲率的Ｓｐｒａｙ具有迷向曲

率的充分必要条件是它的Ξ曲率为零。上述研究也突出了Ξ曲率在芬斯勒几何中的地位和作用。

本文就是在一定的Ξ曲率条件下，对具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量进行了研究，并得到了如下定理。
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定理１　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。假设犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻

是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式。如果犉的Ξ曲率满足Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼 且犳犻犼＋犳犼犻＝０，那么犉的犛曲率犛＝０。特别

地，当狀≥３时，犉具有常数旗曲率。

１预备知识

设犉是狀维流形犕 上的一个芬斯勒度量。在局部坐标系（狓犻，狔
犻）下，犉的测地线可以由如下二阶微分方程

来刻画：

ｄ２狓犻

ｄ狋２
＋２犌犻狓（狋），

ｄ狓
ｄ狋
（狋（ ））＝０，

其中犌犻（狓，狔）＝
１

４
犵
犻犾 ［犉２］狓犿狔犾狔

犿－［犉２］狓｛ ｝犾 是犉 的测地系数。

由芬斯勒度量的测地系数可以确定度量的黎曼曲率。对任意的狓∈犕 和狔∈犜狓犕＼｛０｝，犉的黎曼曲率犚狔＝

犚犻犽


狓
犻ｄ狓

犽 由下式定义：

犚犻犽∶＝２
犌

犻

狓
犽－


２犌犻

狓
犿
狔

犽狔
犿＋２犌犿


２犌犻

狔
犿
狔

犽－
犌

犻

狔
犿

犌
犿

狔
犽
。

Ｒｉｃｃｉ曲率定义为黎曼曲率的迹，即犚犻犮＝犚犿犿。

设犘＝Ｓｐａｎ｛狔，狌｝犜狓犕 是一个包含切向量狔 的二维切子空间，那么芬斯勒流形（犕，犉）的旗曲率犓＝

犓（犘，狔）定义为：

犓（犘，狔）∶＝
犵狔 犚狔（）狌 ，（ ）狌

犵狔 狔，（ ）狔犵狔 狌，（ ）狌 － 犵狔 狌，（ ）［ ］狔
２
。

特别地，如果犓＝犓（狓，狔），那么称犉具有标量旗曲率．如果犓＝
３θ
犉
＋σ（狓），其中θ＝θ犻（狓）狔

犻是１形式且σ＝

σ（狓）是犕 上的一个标量函数，那么称犉具有弱迷向旗曲率。当θ＝０且σ＝σ（狓）时，称犉具有迷向旗曲率。当

θ＝０且σ是常数时，称犉具有常数旗曲率。

现在，设｛犫犻｝是切空间犜犕 上的一组基，｛ω
犻｝是犜犕 上与｛犫犻｝对偶的一组基。定义芬斯勒流形（犕，犉）上的

ＢｕｓｅｍａｎｎＨａｕｓｄｏｒｆｆ体积形式为：

ｄ犞ＢＨ∶＝σＢＨ（狓）ω
１
∧…∧ω

狀，

其中，体积系数σＢＨ（狓）定义为：

σＢＨ（狓）∶＝
Ｖｏｌ（Β

狀（１））

Ｖｏｌ（狔
犻）∈犚

狀 犉（狓，狔
犻犫犻）＜｛ ｝１

，

这里Ｖｏｌ｛·｝表示犚狀 上的欧氏体积函数。

进一步，定义：

τ（狓，狔）∶＝ｌｎ
ｄｅｔ（犵犻犼（狓，狔槡 ））

σＢＨ（狓［ ］）
，

称τ为犉 的畸变。畸变刻画了芬斯勒流形切空间的几何。沈忠民
［１１］在研究芬斯勒流形的体积比较时，自然地讨

论到了芬斯勒度量的畸变沿一条测地线的变化率，从而给出了犛曲率的定义。具体地，对一个向量狔∈犜狓犕＼｛０｝，

设σ是犉 的满足σ（狓）＝狓，σ（狓）＝狔的测地线。令

犛（狓，狔）∶＝
ｄ

ｄ狋
［τ（σ（狋），σ（狋））］｜狋＝０，

这等价于犛（狓，狔）∶＝τ｜犿（狓，狔）狔
犿，这里的“｜”表示关于芬斯勒度量犉的Ｃｈｅｒｎ联络的水平协变导数，函数犛称犉

的犛曲率。如果犛＝（狀＋１）犮（狓）犉，其中犮＝犮（狓）是流形犕 上的标量函数，则称犉具有迷向犛曲率。

进一步，在局部坐标系下，利用体积形式ｄ犞犉∶＝σ犉（狓）ｄ狓
１
∧…∧ｄ狓

狀 和测地系数犌犻（狓，狔），犛曲率还可以表

达为如下形式：

犛（狓，狔）∶＝
犌

犿

狔
犿
（狓，狔）－狔

犿 

狓
犿
（ｌｎσ犉（狓））。 （１）

下面介绍本文涉及到的非黎曼几何量Ξ曲率。在切丛犜犕 上定义张量Ξ＝Ξ犻ｄ狓
犻如下：

０６ 重庆师范大学学报（自然科学版）　ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｑｎｕｊ．ｃｎ　　　　　　　　　　　第３６卷



Ξ犻∶＝
１

２
｛犛．犻｜犿狔

犿－犛｜犻｝，

这里的“·”和“｜”分别表示关于芬斯勒度量犉的Ｃｈｅｒｎ联络的垂直协变导数和水平协变导数。称Ξ为犉 的Ξ

曲率［８，１０］。

设犉＝α＋β是流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量，其中α＝ 犪犻犼（狓）狔
犻
狔槡
犼是黎曼度量，β＝犫犻（狓）狔

犻是１形式。下面引

入一些通用记号：

狉犻犼∶＝
１

２
（犫犻；犼＋犫犼；犻），狊犻犼∶＝

１

２
（犫犻；犼－犫犼；犻），

狉犻犼∶＝犪
犻犿狉犿犼，狊

犻
犼∶＝犪

犻犿狊犿犼，狉犼∶＝犫
犿狉犿犼，狊犼∶＝犫

犿狊犿犼，

狋犻犼∶＝狊犻犿狊
犿
犼，狋犼∶＝犫

犻狋犻犼＝狊犿狊
犿
犼，狋∶＝犫

犻狋犻，

这里（犪犻犼）∶＝（犪犻犼）
－１，犫犻∶＝犪犻犼犫犼。进一步，令狉犻０∶＝狉犻犼狔

犼，狊犻０∶＝狊犻犼狔
犼，狉００∶＝狉犻犼狔

犻
狔
犼，狉０∶＝狉犻狔

犻，狊０∶＝狊犻狔
犻等。

设犌犻和α犌犻分别表示Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉和黎曼度量α的测地系数，那么犌
犻和α犌犻的关系可以表示为：

犌犻＝α犌犻＋α狊
犻
０＋
１

２犉
｛－２α狊０＋狉００｝狔

犻。 （２）

进一步，犉＝α＋β的Ｒｉｃｃｉ曲率可以表示为：

犚犻犮＝α犚犻犮＋（２α狊
犿
０；犿－２狋００－α

２狋犿犿）＋（狀－１）П，

其中，П∶＝
３

４犉２
（狉００－２α狊０）

２＋
１

２犉
［４α（狇００－α狋０）－（狉００；０－２α狊０；０）］。

那么利用（１）式和（２）式可以得到：

犛＝（狀＋１）
犲００
２犉
－（狊０＋ρ０［ ］）。 （３）

这里犲００＝狉００＋２β狊０，ρ∶＝ｌｎ １－犫槡
２且ρ犻∶＝ρ狓犻

［１２１３］。

２具有标量旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量

设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。如果犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻是关于α

的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，即狉犻犼＝０，那么根据（３）式，犉的犛曲率可以进一步化简为：

犛＝－（狀＋１）
α狊０
犉
＋ρ｛ ｝０ 。 （４）

进一步，当Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉具有标量旗曲率时，它的Ξ曲率还可以由下述引理确定。

引理１
［６］
　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量，如果犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔

犻

是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，那么犉的Ξ曲率可以表示为：

Ξ犻＝
１

２
犛．犻；犿狔

犿－２
犛·犻

狔
犽
（犌犽－α犌犽）－犛；｛ ｝犻 ， （５）

其中，“；”表示关于黎曼度量α的ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ联络的协变导数。

上述引理的核心是将犛．犻关于Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉的水平协变导数犛．犻｜犿转换为关于黎曼度量α的水平协变导

数犛．犻；犿。现在可以直接利用它来求犉的Ξ曲率的具体表达式。

由（４）式，通过一系列计算得到：

犛；犻＝－（狀＋１）｛犉
－１
α狊０；犻－犉

－２
α狊０狊０犻＋ρ０；犻｝， （６）

犛．犻；犿狔
犿＝－（狀＋１）｛α

－１犉－１（狔犻狊０；０＋α
２狊犻；０）－犉

－２［α狊犻０狊０＋（狔犻＋α犫犻）狊０；０］＋ρ犻；０｝， （７）

２
犛·犻

狔
犽
（犌犽－α犌犽）＝－（狀＋１）｛２犉－１（狊犻０狊０＋狔犻狋０）－２犉

－２（狊０
２
狔犻＋α

２狊０狊犻）－

２α犉
－２（狊犻０狊０＋狋０狔犻＋α犫犻狋０）＋４α狊０

２犉－３（狔犻＋α犫犻）｝。 （８）

另一方面，对于任意的１形式β＝犫犻（狓）狔
犻，注意到（犫２）；犻；犼＝（犫

２）；犼；犻恒成立，则有：

狉犻；犼＋狊犻；犼＝狉犼；犻＋狊犼；犻。

又由于β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，故

狊犻；犼＝狊犼；犻。 （９）
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进而有

ρ犻；０－ρ０；犻＝
狊０；犻－狊犻；０
１－犫２

＝０。 （１０）

那么将（６）～（１０）式全部代入（５）式整理得：

Ξ犻＝
狀＋１
２
｛犉－１（－α

－１
狔犻狊０；０＋２狊犻０狊０＋２狔犻狋０）＋

犉－２［（狔犻＋α犫犻）狊０；０－２狊０
２
狔犻－２α

２狊０狊犻－２α狋０狔犻－２α
２犫犻狋０］＋４犉

－３
α狊０

２（狔犻＋α犫犻）｝。 （１１）

进一步，在Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式的前提下，考虑它的

Ξ曲率所满足的一个有趣的条件，即Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼 且犳犻犼＋犳犼犻＝０。其详细的出处可以参看文献［９］。根据前面

的分析及（１１）式可以得到下述引理。

引理２　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。假设犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻

是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式。则犉的Ξ曲率满足Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼且犳犻犼＋犳犼犻＝０等价于：

Ω７α
６＋Ω５α

４＋Ω３α
２＋Ω１＝０， （１２）

Ω６α
６＋Ω４α

４＋Ω２α
２＋Ω０＝０。 （１３）

其中：Ω７＝２狋犫
２；Ω６＝－４狋０犫

４＋４狋犫２β－２犫
２犫犻狊犻；０；Ω５＝１２犫

４狊０
２－４狋０犫

４

β－４犫
２犫犻狊犻；０β＋２狋犫

２

β
２－４狋０犫

２

β＋２犫
４狊０；０－２狋β

２；

Ω４＝（２犫
４狊０；０－２犫

２犫犻狊犻；０β＋２狊０
２＋２犫犻狊犻；０β－４狋β

２＋１６犫２狊０
２＋３犫２狊０；０）β；Ω３＝（８狊０

２－２狋β
２＋４犫犻狊犻；０β＋２犫

２狊０；０＋４狋０β＋

４狋０犫
２

β－８犫
２狊０

２）β
２；Ω２＝（－３狊０；０－６狊０

２＋４狋０β＋２犫
犻狊犻；０β－犫

２狊０；０）β
３；Ω１＝－４狊０；０β

４；Ω０＝－狊０；０β
５。

证明　因为Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，那么它

的Ξ曲率可以由（１１）式表示。又由于Ξ犻满足：Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼，对该式两边关于狔犼求微分可得：

Ξ犻．犼＝犳犻犼。 （１４）

交换（１４）式的指标然后相加，结合犳犻犼＋犳犼犻＝０可得：

Ξ犻．犼＋Ξ犼．犻＝（狀＋１）｛犉
－１（α

－３
狔犻狔犼狊０；０－α

－１犪犻犼狊０；０－α
－１
狔犻狊犼；０－α

－１
狔犼狊犻；０＋狊犻０狊犼＋狊犼０狊犻＋２犪犻犼狋０＋狔犻狋犼＋狔犼狋犻）＋

犉－２［（α
－１
狔犼狊０；０＋α狊犼；０－３狔犼狋０－狊犼０狊０－α

２狋犼）犉．犻－４狊０（狊犼狔犻＋狊犻狔犼）－２狊０
２犪犻犼－２α

２狊犻狊犼＋

（α
－１
狔犻狊０；０＋α狊犻；０－３狔犻狋０－狊犻０狊０－α

２狋犻）犉．犼＋（α狊０；０－２α
２狋０）犉．犻．犼］＋

犉－３［６狊０
２（狔犼犉．犻＋狔犻犉．犼）＋６α

２狊０（狊犻犉．犼＋狊犼犉．犻）＋４α
２狊０

２犉．犻．犼－２α（狊０；０－２α狋０）犉．犻犉．犼］－

１２犉－４
α
２狊０

２犉．犻犉．犼｝＝０。 （１５）

用犫犻犫犼缩并（１５）式并把犉＝α＋β代入得到：

（Ξ犻．犼＋Ξ犼．犻）犫
犻犫犼＝－（狀＋１）

１

α
３（α＋β）

４
（Ω７α

７＋Ω６α
６＋Ω５α

５＋Ω４α
４＋Ω３α

３＋Ω２α
２＋Ω１α＋Ω０）＝０。

上式表明：

Ω７α
７＋Ω６α

６＋Ω５α
５＋Ω４α

４＋Ω３α
３＋Ω２α

２＋Ω１α＋Ω０＝０。

根据α的无理性，上式可以分解成（１２）式和（１３）式。 证毕

３定理证明

为了证明定理１，首先给出两个重要的命题，它们的证明参见文献［６］。

命题１　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量。如果犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻

是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，那么α和β满足：

狊犿０；犿＝－（狀－１）犫
－２犮（狓）β， （１６）

狋００＋狊０；０＝犮（狓）（α
２－犫－２β

２）， （１７）

其中狋犻犼＝狊犻犿狊
犿
犼，狉００＝狉犻犼狔

犻
狔
犼，犫＝‖β狓‖α 表示β关于α的范数，犮＝犮（狓）表示流形犕 上的标量函数，“；”表示关于黎

曼度量α的ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ联络的协变导数。

利用命题１以及文献［１４］中的主要结果，还可以进一步得到狋０ 的表达式。

命题２　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量．如果犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻

是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，那么α和β满足：

狋０＝－
狀－１
狀＋１

（κ＋犮犫
－２）β， （１８）
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其中狋犻＝犫
犼狋犼犻，狋０＝狋犻狔

犻，犮＝犮（狓）和κ＝κ（狓）表示流形犕 上的标量函数。

其次，在文献［１３］中沈忠民给出了关于Ｒａｎｄｅｒｓ度量的犛曲率的３个等价条件，这些条件有利于本文在后

面证明过程中对犛曲率的进一步讨论。

命题３
［１３］
　设犉＝α＋β是狀维流形犕 上的Ｒａｎｄｅｒｓ度量，犛表示犉 的犛曲率，则下列条件对于Ｒａｎｄｅｒｓ度

量而言是等价的：

１）犛＝０；

２）犛是一个１形式；

３）β满足狉犻犼＝－
１

２（１－ β
２
α）
［犫犻（β

２
α）狓犼＋犫犼（β

２
α）狓犻］，这里 β α 表示β关于α的范数。

因此，如果狉犻犼＝０，狊犼＝０，即β是关于α的具有常数长度的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，那么犛＝０。

证明（定理１）　因为Ｒａｎｄｅｒｓ度量犉具有标量旗曲率犓＝犓（狓，狔）且β＝犫犻（狓）狔
犻是关于α的Ｋｉｌｌｉｎｇ１形式，

那么它的Ξ曲率可以由（１１）式表示。又因为犉的Ξ曲率满足Ξ犻＝犳犻犼（狓）狔
犼 且犳犻犼＋犳犼犻＝０，故（１２）和（１３）式成

立。

根据引理２并结合Ω０ 的定义，（１３）式等价于：

（Ω６α
４＋Ω４α

２＋Ω２）α
２＝－Ω０＝狊０；０β

５。 （１９）

因为α
２ 与β

５ 互素且狊０；０是关于狔的二次式，故有：

狊０；０＝θ（狓）α
２， （２０）

这里θ＝θ（狓）是犕 上的标量函数。由上式容易得出狊犻；犼＝θ（狓）犪犻犼。

进一步，利用狔犼和犫
犻依次对上式缩并可得：

犫犻狊犻；０＝θ（狓）β。 （２１）

那么通过（２０）和（２１）式，Ω６，…，Ω０ 可以改写为：

Ω６＝－４狋０犫
４＋４狋犫２β－２犫

２
θβ；Ω５＝１２狊０

２犫４－４狋０犫
４

β－４犫
２
θβ

２＋２狋犫２β
２－４狋０犫

２

β＋２犫
４
θα

２－２狋β
２；

Ω４＝（２犫
４
θα

２－２犫２θβ
２＋２狊０

２＋２θβ
２－４狋β

２＋１６犫２狊０
２＋３犫２θα

２）β；

Ω３＝（８狊０
２－２狋β

２＋４θβ
２＋２犫２θα

２＋４狋０β＋４狋０犫
２

β－８狊０
２犫２）β

２；

Ω２＝（－３θα
２－６狊０

２＋４狋０β＋２θβ
２－θ犫

２
α
２）β

３；Ω１＝－４θα
２

β
４；Ω０＝－θα

２

β
５。

另一方面，将（２０）式代入（１９）式得：

Ω６α
４＋Ω４α

２＋Ω２＝θβ
５。

由Ω２ 的具体表达式，上式可改写为：

［Ω６α
２＋Ω４－（３＋犫

２）θβ
３］α

２＝β
３（６狊０

２－４β狋０－θβ
２）。 （２２）

同理，由于α
２ 与β

３ 互素，故存在一个标量函数λ＝λ（狓）使得

６狊０
２－４β狋０－θβ

２＝λ（狓）α
２， （２３）

也即：

狊０
２＝
１

６
（４β狋０＋θβ

２＋λα
２）。 （２４）

结合（２２）和（２３）式，

Ω６α
２＋Ω４－（３＋犫

２）θβ
３＝λβ

３。 （２５）

另外，将（２４）式代入Ω４ 并化简得：

Ω４＝ ２犫
４
θ＋３犫

２
θ＋
１

３
（８犫２＋１）［ ］λα２β＋１３（２犫２＋７）θβ３－４狋β３＋

４

３
（８犫２＋１）狋０β

２。

将上式代入（２５）式并利用Ω６ 的表达式，整理得：

－４狋０犫
４＋４狋犫２β＋犫

２
θβ＋２犫

４
θβ＋

１

３
（８犫２＋１）λ［ ］βα２＝

β
２ －

１

３
（２犫２＋７）θβ＋４狋β－

４

３
（８犫２＋１）狋０＋（３＋犫

２）θβ＋λ［ ］β 。 （２６）

因为α
２ 与β

２ 互素，且（２６）式两边中括号里的项都是关于狔的一次式，所以分别有下面两个等式成立：
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－４狋０犫
４＋４狋犫２β＋犫

２
θβ＋２犫

４
θβ＋

１

３
（８犫２＋１）λβ＝０， （２７）

－
１

３
（２犫２＋７）θβ＋４狋β－

４

３
（８犫２＋１）狋０＋（３＋犫

２）θβ＋λβ＝０。 （２８）

这里的（２８）式可以等价地表示为：

λβ＝
１

３
（２犫２＋７）θβ－４狋β＋

４

３
（８犫２＋１）狋０－（３＋犫

２）θβ。

联立上式与（２７）式，化简得：

（２犫２－２）θβ－１２狋β＋４（１１犫
２＋１）狋０＝０，

即狋０＝
６狋（犫２－１）θ
２（１１犫２＋１）β

。

通过狋０ 自然得到狋的表达式为：

狋＝－
犫２（犫２－１）

２（８犫２＋１）
θ。 （２９）

另一方面，根据命题２的（１８）式，可以得到狋的表达式为：

狋＝－
狀－１
狀＋１

（κ犫
２＋犮）。 （３０）

对比（２９）和（３０）式中的狋，容易得到：

θ＝
狀－１
狀＋１

２（８犫２＋１）

犫２－１
（κ＋犮犫

－２）。 （３１）

进一步，由命题１中的（１７）式，也即狋００＝犮（α
２－犫－２β

２）－狊０；０，可以得到狋犻犼＝犮（犪犻犼－犫
－２犫犻犫犼）－狊犻；犼，用犫

犻和狔
犼

依次对狋犻犼缩并，有狋０＝－犫
犻狊犻；０。

再次运用（１８）式，显然有：

犫犻狊犻；０＝
狀－１
狀＋１

（κ＋犮犫
－２）β，

于是由（２１）式，上式意味着：

θ＝
狀－１
狀＋１

（κ＋犮犫
－２）。 （３２）

现在，通过比较（３１）和（３２）式，可以断言：

κ＋犮犫
－２＝０。 （３３）

否则，如果在某一点狓∈犕 处，有κ＋犮犫
－２
≠０，那么就有

２（８犫２＋１）

犫２－１
＝１，从而犫２＝－

１

５
，这种情况显然是不成立

的，故只有（３３）式成立。将（３３）式代回（３１）或（３２）式得θ＝０，把它代入（２９）式有：

狋＝０。 （３４）

（３４）式这一关键结果还可以等价地表示为：０＝狋＝犫犻狋犻＝犫
犻狊犼狊

犼
犻＝－犪

犼犽狊犼狊犽。由（犪
犼犽）的正定性知狊犼＝０。把狊犼＝０代

入（４）式可得：犛＝－（狀＋１）
α狊０
犉
＋ρ｛ ｝０ ＝－（狀＋１）ρ０，即此时犛曲率是一个１形式，这里ρ０＝ρ犻（狓）狔犻。根据命题

３，这意味着：

犛＝０。

因为具有标量旗曲率且具有迷向犛曲率的Ｆｉｎｓｌｅｒ度量犉一定具有弱迷向旗曲率，那么犉具有标量旗曲率

且犛曲率犛＝０等价于犉的旗曲率是迷向的，即犓＝σ（狓）。由Ｓｃｈｕｒ引理知，在狀≥３时，犓＝常数，故此时犉具

有常数旗曲率。 证毕

如前面所述，Ｂａｏ等人
［２］利用黎曼流形上的导航术技巧完全分类了具有常数旗曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量，这意味

着：当流形维数狀≥３时，在定理１的条件下，犉＝α＋β的结构可被完全确定。
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