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二维各向异性位势问题的改进插值型边界无单元法


秦　丽，李小林

（重庆师范大学 数学科学学院，重庆４０１３３１）

摘要：【目的】把边界积分方程方法和基于非奇异权函数的改进移动最小二乘插值法相结合，建立数值求解二维各向异性

位势问题的改进插值型边界无单元法。【方法】在改进移动最小二乘插值法的基础上，讨论了非奇异权函数的改进移动最

小二乘插值法，它的形函数满足Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒδ函数的性质，因此可以直接施加边界条件。【结果】数值算例表明该方法求解

二维各向异性位势问题是有效和可行的。【结论】与边界元方法相比，该方法精度和收敛性更好。
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无论晶体、木材等天然材料，还是纤维增强材料、层合板壳等人造材料，它们都具有热传导系数等随方向而

改变的特性。该特性包括各向异性和正交各向异性。各向异性材料由于在结构与性能方面具有众多优越性，因

此在工程中应用日趋广泛。目前数值求解各向异性位势问题的方法有边界元法［１２］及其改进算法［３］，如正则化

边界元方法［４］和虚边界元法［５］等。

无网格方法［６８］是求解偏微分方程边值问题的一类新的数值方法。移动最小二乘法是一种构造无网格方法

形函数的主要方法［９］，缺点是法方程组有时是奇异的或者病态的。程玉民等人［１０１１］利用正交基函数对移动最小

二乘法进行了改进，提出了改进的移动最小二乘法，并把改进的移动最小二乘法和边界积分方程方法相结合建

立了边界无单元法。边界无单元法求解了大量边值问题，但是由于改进的移动最小二乘法构造的形函数不满足

插值性质，因此直接施加边界条件会降低计算精度。任红萍等人［１２１３］利用奇异权函数，建立了改进移动最小二

乘插值法。改进移动最小二乘插值法的缺点是权函数具有奇异性，为了克服这个缺点，王聚丰等人［１４１５］提出了

基于非奇异权函数的改进移动最小二乘插值法，并把它和边界积分方程方法相结合，建立了改进插值型边界无

单元法。和边界无单元法相比，改进插值型边界无单元法可以直接施加边界条件，并且具有更高的计算效率。

改进插值型边界无单元法求解了二维Ｌａｐｌａｃｅ方程边值问题，这是一种特殊的正交各向同性问题。本文将

建立各向异性问题的改进插值型边界无单元法，采用非奇异权函数，该方法不仅有较高的精度，而且直接施加边

界条件更容易。数值算例表明，本文方法比边界元法有更快的收敛速度和更高的精度。

１基于非奇异权函数的改进移动最小二乘插值法

为了建立函数狏（狓）的逼近函数，定义函数狏
～（狓，狓）为：

狏
～（狓，狓）＝狏（狓）－∑

狀

犼＝１

狇（狓，狓犼）狏（狓犼）＝狏（狓）－狇（狓）狏。 （１）

其中狓犼，犼＝１，…，狀为节点，狀为节点总数，狇（狓）＝（狇（狓，狓１），…，狇（狓，狓狀）），狇（狓，狓犼）＝ ξ（狓，狓犼）

∑
狀

犼＝１
ξ（狓，狓犼）

，ξ（狓，狓犼）＝

∏
狀

犽＝１

狓－狓犼
狓犽－狓犼

，犽≠犼，狏＝ 狏（狓１），狏（狓２），…，狏（狓狀（ ））Ｔ。

定义局部逼近函数狏
～
犺（狓，狓）为：
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狏
～
犺（狓，狓）＝∑

犿

犼＝１

犵犼（狓，狓）犪犼（狓）＝犵（狓，狓）犪（狓）， （２）

其中犪（狓）＝（犪１（狓），…，犪犿（狓））
Ｔ，犵（狓，狓）＝（犵１（狓，狓），…，犵犿（狓，狓）），犵犻（狓，狓）＝狆犻（狓）－∑

狀

犽＝１

狇（狓，狓犽）狆犻（狓犽）。定

义泛函，有犑＝∑
狀

犻＝１

ω犻（狓）［狏
～
犺（狓，狓）－狏

～（狓，狓犻）］
２
＝∑

狀

犻＝１

ω犻（狓）犵（狓，狓）犪（狓）－［犲犻－狇（狓）］｛ ｝狏 ２。其中ω犻（狓）为非奇

异的权函数。为了得到犪（狓），令
犑

犪犼（狓）
＝０，得：

犪（狓）＝犃－１（狓）犅（狓）狏， （３）

其中犪（狓）＝犪１（狓），犪２（狓），…，犪犿（狓（ ））Ｔ，犃（狓）＝∑
狀

犻＝１

ω犻（狓）犵（狓，狓犻）犵
Ｔ（狓，狓犻），犅（狓）＝∑

狀

犻＝１

ω犻（狓）犵（狓，狓犻）［犲犻－狇（狓）］，狏＝

狏（狓１），狏（狓２），…，狏（狓狀（ ））Ｔ，其中犲犻是第犻个分量等于１的狀维单位行向量。为了得到局部逼近函数狏
～
犺（狓，狓），把

（３）式代入（２）式，得：

狏
～
犺（狓，狓）＝犵（狓，狓）犃

－１（狓）犅（狓）狏。 （４）

由（１），（４）式，并令狓＝狓，从而得到函数狏（狓）的逼近函数为：

狏犺（狓）＝狏
～
犺（狓，狓）＋∑

狀

犻＝１

狇（狓，狓犻）狏（狓犻）＝∑
狀

犻＝１

Φ犻（狓）狏（狓犻）， （５）

其中Φ犻（狓）＝∑
犿

犼＝１

犵犼（狓）犃
－１（狓）犅（狓［ ］）犼犻＋狇（狓，狓犻），犵犼（狓）＝狆犼（狓）－∑

狀

犽＝１

狇（狓，狓犽）狆犼（狓犽）。

２二维各向异性位势问题的改进的插值型边界无单元法

２．１边界积分方程

对二维各向异性位势问题，控制方程为：

犽１１

２狌

狓
２
１

＋２犽１２

２狌

狓１狓２
＋犽２２


２狌

狓
２
２

＝０，狓＝（狓１，狓２）∈Ω， （６）

边界条件为：

狌（狓）＝狌（狓），狓∈Γ狌， （７）

狇（狓）＝
狌（狓）

狀
＝狇（狓），狓∈Γ狇。 （８）

其中Ω是问题所在的域，Γ为Ω 的边界，且有Γ＝Γ狌∪Γ狇，Γ狌∩Γ狇＝。狌表示场点位势，狌是边界Γ狌 上的已知位

势，狇是边界Γ狇 上的已知位势梯度，狀是边界Γ的外法线方向，犽犻犼（犻，犼＝１，２）是各向异性材料的特性系数。

二维各向异性位势问题的区域内点狓的边界积分方程为：

狌（狓）＝∫Γ
狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔－∫Γ

狇
（狓，狔）狌（狔）ｄ犛狔，狓∈Ω， （９）

其中位势基本解为：

狌（狓，狔）＝
１

２π 犇槡 　
ｌｎ

１

狉（狓，狔）
。 （１０）

（１０）式中狓＝（狓１，狓２），狔＝（狔１，狔２）分别为场点和源点，有：

犇 ＝
犽１１ 犽１２

犽１２ 犽２２
＝犽１１犽２２－犽

２
１２。 （１１）

令

犛＝犇－１＝
犽１１ 犽１２

犽１２ 犽

熿

燀

燄

燅２２

－１

＝
１

犇

犽２２ －犽１２

－犽１２ 犽

熿

燀

燄

燅１１

＝

犽２２
犇

－
犽１２
犇

－
犽１２
犇

犽１１

熿

燀

燄

燅犇

＝
狊１１ 狊１２

狊１２ 狊

熿

燀

燄

燅２２
， （１２）

则狉（狓，狔）可表示为：

狉（狓，狔）＝ 狊１１（狓１－狔１）
２＋２狊１２（狓１－狔１）（狓２－狔２）＋狊２２（狓２－狔２）槡

２。 （１３）
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对应的外法向矢量方向位势梯度基本解为：

狇
（狓，狔）＝ 犽１１

狌
（狓，狔）

狔１
＋犽１２

狌
（狓，狔）

狔（ ）
２

狀狔１＋ 犽１２
狌

（狓，狔）

狔１
＋犽２２

狌
（狓，狔）

狔（ ）
２

狀狔２＝

１

２π 犇槡 　

［犽１１狊１１＋犽１２狊（ ）１２ 狓１－狔（ ）１ ＋ 犽１１狊１２＋犽１２狊（ ）２２ 狓２－狔（ ）２ ］狀狔
１

狉｛ ２
＋

［犽１２狊１１＋犽２２狊（ ）１２ 狓１－狔（ ）１ ＋ 犽１２狊１２＋犽２２狊（ ）２２ 狓２－狔（ ）２ ］狀狔
２

狉 ｝２
。 （１４）

其中狀狔１，狀狔２为边界外法向矢量方向余弦。

把边界条件（７），（８）式代入（９）式中，得：

狌（狓）＝∫Γ狌

狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔＋∫Γ
狇

狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔－

∫Γ狌

狌（狔）狇（狓，狔）ｄ犛狔－∫Γ
狇

狌（狔）狇（狓，狔）ｄ犛狔，狓∈Ω。 （１５）

从（１５）式可以看出，如果要求出位势狌（狓），那么首先要求出在Γ狌 上的未知量狇和在Γ狇 上的未知量狌。

当狓→Γ时，由（９）式可以得到直接边界积分方程的正则形式
［１６］：

∫Γ
狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔－∫Γ

［狌（狔）－狌（狓）］狇（狓，狔）ｄ犛狔＝０，狓→Γ。 （１６）

把边界条件（７），（８）式代入（１６）式，把含未知量的项移到等号的左边，再把含已知量的项移到等号的右边，得：

∫Γ狌

狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔－∫Γ
狇

狌（狔）狇（狓，狔）ｄ犛狔＝

∫Γ狌

［狌（狔）－狌（狓）］狇（狓，狔）ｄ犛狔－∫Γ
狇

［狌（狓，狔）狇（狔）＋狇（狓，狔）狌（狓）］ｄ犛狔，狓∈Γ狌 ， （１７）

∫Γ狌

狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔＋∫Γ狌

狇
（狓，狔）狌（狓）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狇
（狓，狔）［狌（狔）－狌（狓）］ｄ犛狔＝

∫Γ狌

狇
（狓，狔）狌（狔）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狌（狓，狔）狇（狔）ｄ犛狔，狓∈Γ狇 。 （１８）

２．２插值未知函数

用 狓｛ ｝犻
犖
犻＝１表示犖 个边界节点狓犻∈Γ的集合。设犖狌 个边界节点 狓｛ ｝犻

犖狌
犻＝１∈Γ狌，犖－犖狌 个边界节点 狓｛ ｝犻

犖
犖狌＋１∈

Γ狇。利用非奇异权函数的改进的移动二乘插值法，位势狌和位势梯度狇＝狌／狀被定义为：

狇（狓）＝∑

犖狌

犻＝１

Φ犻（狓）狇犻，狓∈Γ狌 （１９）

狌（狓）＝ ∑
犖

犻＝犖狌＋１

Φ犻（狓）狌犻，狓∈Γ狇 。 （２０）

２．３离散边界积分方程

对于边界节点 狓｛ ｝犽
犖狌
犽＝１∈Γ狌 时，把（１９），（２０）式代入（１７）式，得：

∑

犖狌

犻＝１

狇犻∫Γ狌

狌（狓犽，狔）Φ犻（狔）ｄ犛狔－ ∑
犖

犼＝犖狌＋１

狌犼∫Γ
狇

狇
（狓犽，狔）Φ犼（狔）ｄ犛狔＝

∫Γ狌

狇
（狓犽，狔）［狌（狔）－狌（狓犽）］ｄ犛狔－∫Γ

狇

［狌（狓犽，狔）狇（狔）＋狇
（狓犽，狔）狌（狓犽）］ｄ犛狔 。 （２１）

对于边界节点 狓｛ ｝犿
犖
犿＝犖狌＋１∈Γ狇 时，把（１９），（２０）式代入（１８）式，得：

∑

犖狌

犻＝１

狇犻∫Γ狌

狌（狓犿，狔）Φ犻（狔）ｄ犛狔＋ ∑
犖

犼＝犖狌＋１

狌犼∫Γ狌

Φ犼（狓犿）狇
（狓犿，狔）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狇
（狓犿，狔）［Φ犼（狔）－Φ犼（狓犿）］ｄ犛｛ ｝狔 ＝

∫Γ狌

狇
（狓犿，狔）狌（狔）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狌（狓犿，狔）狇（狔）ｄ犛狔 。 （２２）

则（２１），（２２）式的线性方程组为：

犃１１ 犃１２

犃２１ 犃

熿

燀

燄

燅２２
［］狇狌 ＝

犳狌

犳

熿

燀

燄

燅狇
， （２３）
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其中狇＝ 狇１，狇２，…，狇犖［ ］
狌

Ｔ 是犖狌 个未知量节点狇犻 的向量形式，狌＝ 狌犖狌＋１，狌犖狌＋２，…，狌［ ］犖
Ｔ 是犖－犖狌 个未知量

节点狌犼的向量形式。

（２３）式左边的分块矩阵分别为：

犃１１［犽，犻］＝∫Γ狌

狌 狓犽，（ ）狔Φ犻（狔）ｄ犛狔 ， （２４）

犃１２［犽，犼］＝－∫Γ
狇

狇
 狓犽，（ ）狔Φ犼（狔）ｄ犛狔 ， （２５）

犃２１［犿，犻］＝∫Γ狌

狌 狓犿，（ ）狔Φ犻（狔）ｄ犛狔 ， （２６）

犃２２［犿，犼］＝∫Γ狌

Φ犼（狓犿）狇
 狓犿，（ ）狔 ｄ犛狔－∫Γ

狇

狇
 狓犿，（ ）狔 Φ犼（狔）－Φ犼（狓犿［ ］）ｄ犛狔 。 （２７）

（２４）～（２７）式中的犽，犻＝１，…犖狌 和犿，犼＝犖狌＋１，…，犖。（２３）式的等式右边的分量为：

犳狌［犽］＝∫Γ狌

狇
 狓犽，（ ）狔 狌（狔）－狌（狓犽［ ］）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狌 狓犽，（ ）狔狇（狔）＋狇（狓犽，狔）狌（狓犽［ ］）ｄ犛狔 ， （２８）

犳狇［犿］＝∫Γ狌

狇
 狓犿，（ ）狔狌（狔）ｄ犛狔－∫Γ

狇

狌 狓犿，（ ）狔狇（狔）ｄ犛狔 。 （２９）

（２８），（２９）式中的犽＝１，…犖狌，犿＝犖狌＋１，…，犖。

（２５），（２６），（２８）式是正则积分，可用高斯积分计算。（２４），（２７），（２９）式是由正则积分和弱奇异积分组成

的，正则积分用高斯积分计算。（２３）式可以计算出未知向量狇和狌，再把计算出来的向量狇和狌分别代入（１９），

（２０）式，从而可以计算出Γ狌 上的狇和Γ狇 上的狌。然后把计算出来的狇和狌代入（１５）式，于是就可以计算出内点

狓∈Ω的位势和位势梯度。

３弱奇异积分的处理和计算

在（２４）式中，由于基本解狌 狓犽，（ ）狔 包含ｌｎ［狉狓犽，（ ）狔 ］，当狓犽∈Γ狌 和狔∈Γ狌 重合时，基本解狌
 狓犽，（ ）狔 会产生

弱奇异。在（２９）式中，由于基本解狌 狓犿，（ ）狔 包含ｌｎ［狉狓犿，（ ）狔 ］，当狓犿∈Γ狇 和狔∈Γ狇 重合时，基本解狌
 狓犿，（ ）狔 会

产生弱奇异。

对包含ｌｎ（狉）的弱奇异积分，可采用如下对数积分
［１７］：

犐＝∫
１

－１
ｌｎ［狉（η）］犳（η）ｄη， （３０）

其中

狉（η）＝＋ 狊１１ 狓（η）－狓［ ］狆
２＋２狊１２ 狓（η）－狓［ ］狆 狔（η）－狔［ ］狆 ＋狊２２ 狔（η）－狔［ ］狆槡

２。 （３１）

上式中狓＝∑
３

犽＝１

狓犽ψ犽（η），狔＝∑
３

犽＝１

狔犽ψ犽（η）。其中（狓狆，狔狆）为源点，（狓（η），狔（η））为场点，ψ１（η）＝
１

２η
（η－１），ψ２（η）＝

１－η
２，ψ３（η）＝

１

２η
（η＋１）。由于有ｄ狉≈ｄ狊≈犑ｄη，其中犑是雅克比矩阵，得：

犑＝＋
ｄ狓
ｄ（ ）η

２

＋
ｄ狔
ｄ（ ）η［ ］

２
１
２

。 （３２）

其中，η→η狆，狉（η）→犑狆 η－η狆 ，犑狆＝犑（η狆）。

犐可表达为：

犐＝∫
１

－１
ｌｎ［狉（η）］［犳（η）－犳（η狆）］ｄη＋犳（η狆）∫

１

－１
ｌｎ［狉（η）］ｄη≡犐１＋犳（η狆）犐２ ， （３３）

犐２ 可表达为：

犐２＝∫
η狆

－１
ｌｎ［狉（η）］ｄη＋∫

１

η狆

ｌｎ［狉（η）］ｄη＝

∫
η狆

－１
ｌｎ

狉（η）

犑狆（η狆－η［ ］）ｄη＋∫
１

η狆

ｌｎ
狉（η）

犑狆（η－η狆［ ］）ｄη＝∫
η狆

－１
ｌｎ［犑狆（η狆－η）］ｄη＋∫

１

η狆

ｌｎ［犑狆（η－η狆）］ｄη。 （３４）

把（３４）式中的最后两个积分计算出之后，再将犐２ 代入（３３）式中，得：

犐＝∫
１

－１
ｌｎ［狉（η）］［犳（η）－犳（η狆）］ｄη＋犳（η狆）∫

１

－１
ｌｎ

狉（η）

犑狆狘η－η狆［ ］狘 ｄη＋
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犳（η狆）［２ｌｎ（犑狆）＋（１＋η狆）［ｌｎ（１＋η狆）－１］＋（１－η狆）［ｌｎ（１－η狆）－１］］。 （３５）

（３５）式中的前两个积分是正则积分，可用高斯积分计算。把犑＝
犾
２
，狉（η）＝

犾（ ）２ η－η狆 代入（３５）式中，得：

犐＝∫
１

－１
ｌｎ
犾
２ η

－η（ ）狆 ［犳（η）－犳（η狆）］ｄη＋犳（η狆）２ｌｎ
犾（ ）２ ＋（１＋η狆）ｌｎ（１＋η狆）－［ ］１＋（１－η狆）ｌｎ（１－η狆）－［ ］［ ］１ 。

（３６）

４数值算例

考虑一个各向异性长方形区域问题和一个各向异性正方形区域问题的数值算例，来验证本文方法的有效

性。为了验证收敛性，定义误差ε（狏）＝
∑
犕

犽＝１

（狏犽ｎｕｍ－狏
犽
ｅｘａｃｔ）

２

∑
犕

犽＝１

（狏犽ｅｘａｃｔ）槡
２

，其中犕 是计算点的个数，狏犽ｎｕｍ和狏
犽
ｅｘａｃｔ分别为数值解

和解析解。

４．１各向异性长方形区域问题

各向异性的系数为犽１１＝２，犽１２＝１，犽２２＝３，长方形的上边为Ｎｅｕｍａｎｎ条件，其他边为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ条件。该问

题的解析解为狌（狓，狔）＝狓
２－狔

２＋狓狔。当节点数目犖＝５１２时（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界上３８４个节点，Ｎｅｕｍａｎｎ边界上

１２８个节点），长方形的上边边界上的点可以计算出狌，数值结果见图１。长方形的其它边边界上的点可以计算出

狌

狓
和狌

狔
，数值结果见图２。结果表明，数值解和解析解是吻合的。在进行收敛性分析时，分别采用了１６，３２，６４，

１２８，２５６和５１２个节点。本文方法和边界元法中的狌，
狌

狓
和狌

狔
的误差如图３。结果表明，误差随着节点个数的增

加而降低，本文方法比边界元法的计算精度更高和收敛速度更快。

图１　狌的解析解和数值解

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ狌

图２　
狌

狓
和狌

狔
的解析解和数值解

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ
狌

狓
ａｎｄ

狌

狔

　 　

图３　狌，
狌

狓
和狌

狔
的收敛性分析

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆ狌，
狌

狓
，ａｎｄ

狌

狔

４．２各向异性正方形区域问题

各向异性的系数为犽１１＝１，犽１２＝２，犽２２＝５，正方形的上边为Ｎｅｕｍａｎｎ条件，其他边为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ条件。该问
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题的解析解为狌（狓，狔）＝３狓
２＋狓狔－狔

２＋４狓＋５狔＋２。当节点数目犖＝５１２时（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界上３８４个节点，Ｎｅｕ

ｍａｎｎ边界上１２８个节点），正方形的上边边界上的点可以计算出狌，数值结果见图４。正方形的其它边边界上的

点可以计算出狌

狓
和狌

狔
，数值结果见图５。结果表明，数值解和解析解是吻合的。在进行收敛性分析时，分别采用

了１６，３２，６４，１２８，２５６和５１２个节点。本文方法和边界元法中的狌，
狌

狓
和狌

狔
的误差如图６。结果表明，误差随着

节点个数的增加而降低，本文方法比边界元法的计算精度更高和收敛速度更快。

图４　狌的解析解和数值解

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ狌

图５　
狌

狓
和狌

狔
的解析解和数值解

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌ狌ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ
狌

狓
ａｎｄ

狌

狔

　 　

图６　狌，
狌

狓
和狌

狔
的收敛性分析

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆ狌，
狌

狓
，ａｎｄ

狌

狔

５总结

本文把非奇异权函数的改进移动最小二乘插值法和边界积分方程方法相结合，提出了二维各向异性位势问

题的改进插值型边界无单元法。这种改进插值型边界无单元法是直接采用节点变量的真实解作为基本未知量

的。由于非奇异权函数的改进移动最小二乘插值法的形函数有满足Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒδ函数的性质的特点，因此能直

接施加边界条件。数值算例表明，本文提出的改进插值型边界无单元法比边界元法的计算精度更高和收敛速度

更快。
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