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摘要��目的�为了更加稳定地快速求解非对称多右端项线性方程组�解决实际应用问题��方法�有效利用加权策略和分

析基底条件数�对块������������方法进行了改进��结果�提出加权块������������算法�并对算法的数值稳定性

进行分析�得出初始块残量的单位化是新算法数值稳定的关键�以及加权矩阵的一个不变性质��结论�数值算例表明新

算法具有良好的稳定性�能快速稳定地求解目标方程组�

关键词�线性方程组�块������������方法�加权策略
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本文主要研究如下方程组的求解问题�

��椊�� �棻�
其中�������是非对称非奇异矩阵����������这里�是远小于� 的正整数�问题�棻�常见于许多科学与工程

计算问题中�如流体力学�控制理论�电磁场散射等等�棻灢棾��当�椊棻时�问题�棻�即为常见的单右端项线性方程

组�

��椊�� �棽�

�����算法�棿�是计算问题�棽�最有效的迭代方法之一�具有收敛快�数值稳定性高的优点�������和

�����椀�在棽棸世纪椆棸年代提出了������������算法���������该方法是 �����算法的一种变形�由于

������算法避免了每次迭代最后对一个上 ����������矩阵进行 ��分解�因此比 �����算法节约了计算

量�但由于对某些问题�������算法并不收敛�数值稳定性稍差�文献�椂�通过引用加权技术�提出了加权

������算法����������有效增强了������算法的收敛效果�
块 �����算法���������椃�可看作是 �����算法的块推广�可有效求解问题�棻��在文献�椄�中����

和�����提出了在数学上等价于块 �����算法的块������������算法����������类似于������
算法��������算法避免了每次迭代的最后对一个块上 ����������矩阵进行 ��分解�因此比������算

法节约了不少运算量�但同样对某些问题��������算法会收敛很慢甚至不收敛�因此对�������算法作

一些改进来增强收敛效果具有实际意义�
受加权技术的启发�本文将对�������算法进行改进�提出收敛效果更优的加权块������������算法

�����������并对算法的数值稳定性进行分析�得出初始块残量的单位化对算法稳定性有关键影响�本文还

研究了新算法的一个不变性质�即�新算法中的加权矩阵乘上一个正实数后并不改变算法的解及收敛效果�最

后数值算例验证了新算法的优势�
文中使用如下记号�� 棽 表示向量或矩阵的棽灢范数�毷棽���椊氁�������氁������表示非奇异矩阵� 的棽灢条

件数�其中氁������和氁������分别为� 的最大和最小奇异值��和棸分别表示合适大小的单位矩阵和零矩阵�

��椊�棸��������棸�� 表示单位矩阵的第�个块列�块大小为��本文主要在实数域中进行讨论�所有结果也可

以推广至复数域中�
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棻加权块������������算法����������

本节首先介绍块������������算法����������设�棸�����为初始解�且使得�棸椊�棴��棸 列满秩�

作 ��分解�棸椊�
�

棸�棸�则�棸 非奇异�且�
��

棸�
�

棸椊��由�非奇异可知 ��分解��
�

棸椊�棻�棻棻中�棻棻非奇异�其中
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棻�棻椊��对�棻 作 �棴棻步块 �������过程�则有���棴棻 椊 �

�

�椊棻
����� �且得到块 ������子空间毆�����棸�椊

������棸���棸����棴棻�棸�的一组基毟�椊��
�

棸��棻�����棴棻��以及关系式�

�毟� 椊毜�毎� � �棾�
其中�毜�椊��棻������为列正交规范矩阵�毎 �椊����������������椊棻�����是块上三角阵�为了便于分析�
本文假设毆�����棸�的维数为���则毎 �非奇异�椄���������是在仿射子空间�棸棲毆�����棸�中寻找近似解

��椊�棸棲毟����满足如下������灢��������条件�

��椊�棴�����毆�����棸�椊�����毜���
即�棸椊毜�

���椊毜�
���棸棴�毟�����利用�棾�式可得毜�

��棸椊毎����从而��椊 毎棴棻
� 毞��其中毞�椊���

棻�����
������椊
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��棸��椊棻�����

下面介绍加权定义�设�椊������棻������是一个对角阵�其中��椌棸��椊棻�����定义两向量�灢内积�椂��

������ 椊����椊�
�

�椊棻
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定义两矩阵�灢内积�
������椊�����炐��������������

定义矩阵�灢范数�椂��

� �椊 毸����������炐�������
其中毸���������表示���� 的最大特征值�定义矩阵�灢条件数�

毷����椊 毸���������
毸���������

�炐�������满足� 列满秩�

其中毸���������表示���� 的最小特征值�接下来介绍对加权 ��分解�����和� 步加权块 �������过程

������������
算法棻�加权 ��分解�����
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接下来将详细介绍本文的主要算法�加权块������������算法�����������为方便叙述�下面仍沿

用�������算法中的记号�对�棸 作 ��� 分解��棸椊�
�

棸�棸�则 �棸 非奇异�由� 非奇异知���� 分解

��
�

棸椊�棻�棻棻中�棻棻非奇异�对�棻 作�棴棻步 ���������过程�则有���棴棻椊 �
�

�椊棻
����� �令毟�椊��

�
棸��棻�����棴棻��

毜�椊��棻�������毎� 椊������则同样有关系式�

�毟�椊毜�毎��
且毜�

��毜�椊��显然毟� 是毆�����棸�的一组基�毎� 非奇异�新算法在仿射子空间�棸棲毆�����棸�中寻找近似解

��椊�棸棲毟����满足如下������灢��������条件�

��椊�棴������毆�����棸�椊�����毜��� �棿�
即�棸椊 毜�

����椊毜�
����棸棴�毟�����故 毜�

���棸椊毎����从而�� 椊毎棴棻
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�椊棻
����椊��棴棻棴���� � �椀�

又由�棿�式知�������则对�椀�式两边同时左乘��
���可得��椊��

����棴棻�故可用��椊��
����棴棻来更新����椊棻�

����从而避免存储初始块残量�棸�整理上述过程即得加权块������������算法�����������
算法棾�加权块������������算法����������

棻�选取����和�棸�满足�棸椊�棴��棸 列满秩�若 �棸 �������则�棸 即是解�否则计算 ���分解��棸椊�
�

棸�棸

和��
�

棸椊�棻�棻棻�

棽�对�棻 作�棴棻步 ���������过程�得毟��毜��毎��并在过程中同时计算���椊��
����棴棻�同时更新���椊

��棴棻棴���� 和 �� ��若 �� �������则直接转第棾步��椊棻�����

棾�设�是第棽步跳出时的迭代步�求解��椊毎棴棻
� 毞��更新��椊�棸棲毜����若 �� ������则停机�否则令�棸椊

���并转至第棻步�

注棾�事实上�若令毜� 椊 �毜��毟� 椊 �毟��则关系式�毟� 椊毜�毎� 可写成��毟� 椊毜�毎��其中�椊

�����棴棻�毜�
�毜�椊��因此 ��������算法可以看成对� 作预处理�将� 转化成��再对�作�������

算法�从而有利于增强收敛效果�

棽数值稳定性分析

虽然������算法比 �����算法节约计算量�但是由于求解子空间的基底不是一组列正交规范基�故一

般数值稳定性稍差�同样地�本文新算法所选取的基底也不是列正交规范基�因此本节将讨论新算法的基底条

件数�并说明若重开始步数� 不太大�新算法的基底条件数可控制在一个不大的范围内�
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注棿�从定理棻和推论棻可见�在新算法中�若不对初始块残量�棸 作单位化�则在迭代的初期���棴棻 � 不
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大非常多�从而毷��毟��相比毷��毟��来说可能会越来越大�不利于方程组

的求解�因此必须对初始块残量�棸 作单位化�
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棾数值实验

本节将通过棾个实例来说明新算法的优势�所有算例都使用 �������棽棸棻棿��计算机处理器型号为�����
������������椀灢椂棽棸棸����椑棽灡棾棸����椂棿位操作系统�内存椄���下面的算例中重开始步数都取�椊棽棸�
初始块向量�棸椊�����������右端项�椊����������其中�为矩阵维数��为块大小�取�椊棾�算例中主要比较

了算法求解过程中所耗的���时间������单位����矩阵向量乘积 ����单位�次�和残量误差������氁�����椊
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图棻�初始块残量单位化对算法棾的数值稳定性影响
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��例棻�本例中测试的矩阵是�������棿�来自矩阵市场�主
要应用于计算流体动力学中�阶数为棻棻棸棿�有棾椃椄椂个非零

元�条件数为椃灡棻椂�棲棸棾�为了说明新算法的初始块残量必

须单位化�本例比较了两种算法�一个是初始块残量作了单

位化的加权块������������算法�����������记为

���灢棾灡棻�一个是初始块残量未作单位化的 ��������算

法�记为 ���灢棾灡棽�停机准则设为 �� �

� �
������误差容忍度����

椊棻棸棴棻棸�算例结果见图棻�
从图棻可见�初始块残量作了单位化的 ���灢棾灡棻�在矩阵

向量积个数达到棽棾棸棸次左右就收敛了�而初始块残量未作单

位化的 ���灢棾灡棽�在矩阵向量积个数达到棻棽棸棸次左右�残量

误差就一直停滞在棻棸棴椀�不再下降收敛了�出现这种现象的

主要原因就是 ���灢棾灡棽的基底毟� 的�灢条件数非常病态�甚
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至达到了棻棸棻椀�而 ���灢棾灡棽的基底毟� 很稳定�其�灢条件数始终在棻附近�这与本文定理棻和推论棻的结论相吻

合�即�新算法的初始块残量必须作单位化�
例棽�本例主要比较了块 �����算法���������块������������算法���������和加权块����灢

��������算法�����������停机准则设为 �� �
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和�����棻�这棿个矩阵�都来自矩阵市场�矩阵的详细信息和算法的结果分别见表棻和表棽�����表示花费的���时

间�����表示运行需要的矩阵向量积个数�氁�����表示残量误差�本例中加权矩阵取�椊������棻��棽�������其中�
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表棻�例棽中所有测试矩阵的信息

���灡棻�����������������������������������������棽�

序号 矩阵名称 实复数 大小 非零元个数 条件数 应用领域

棻 ���棽棸 实数 棽棾椆椀 棻椃棾棻椆 棻灡椃椂�棲棸棿 半导体系统设计技术

棽 ���椃椄棽� 实数 椃椄棽 椃椀棻椂 棿灡椂棸�棲棸棾 电磁学

棾 ������� 实数 棻椃椃椀椄 棻棽椂棻椀棸 棽灡椂椃�棲棸椀 电路仿真

棿 �����棻� 复数 椄棿棻 棿棸椄椆 棻灡棸棻�棲棸棾 结构动力学

��从表棽中可见�前棾个矩阵���������算法用的矩阵向量积个数最少�消耗的时间也是最少�因此比��灢
����算法和�������算法收敛效果好�但是对矩阵�����棻��虽然 ��������算法的矩阵向量积个数最

少�但是时间却比������算法和�������算法多一些�这是因为加权算法中�灢内积的计算量要比欧氏内

积大�该问题可通过选取更合适的加权矩阵� 来解决�这将是下一步的主要研究工作�
例棾�为了说明加权矩阵乘上一个正实数后对新算法的结果没有影响�本例比较了加入新的加权矩阵�棽 的

��������算法和原加权矩阵不变的 ��������算法�图棽是两个算法的数值结果�其中�
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���� 棻棽椃椃棿 棻棽椆棻棽 棻棸椃椃棸
氁����� 棽灡椆棸棽棸�棴棸椀 棽灡椆棸棿椆�棴棸椀 棽灡椄椆棻椂�棴棸椀

��注�灣 表示花费最少的时间

图棽�加权矩阵乘上一个正实数后的两个算法比较

���灡棽����������������������������������

���������������������������������������

��从图棽可见�加权矩阵系数变动后的 ��������算法的收敛曲线与变动前的相重合�这说明加权矩阵乘

上一个正实数后不改变新算法的解和收敛效果�和性质棻的结论相吻合�
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