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非线性�������灢���������方程的改进无单元��������法分析
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摘要��目的�利用改进无单元 ��������法求解非线性 �������灢���������方程��方法�将改进的移动最小二乘近似与非

线性�������灢���������方程的 ��������弱形式耦合�建立了非线性 �������灢���������方程的改进无单元 ��������法�
基于改进移动最小二乘近似的误差结果下�推导了非线性�������灢���������方程的改进无单元 ��������法的误差估计�
�结果�在�������空间中获得了误差估计�并通过数值算例验证了理论结果��结论�该方法具有较高的计算精度和较好

的稳定性�误差随节点间距的减小而降低�
关键词�无网格方法�改进无单元 ��������法�非线性�������灢���������方程�误差估计
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非线性�������灢���������方程�棻�在物理�生物和化学领域中具有广泛的应用�许多传统的数值技术已被

应用于求解非线性�������灢���������方程�例如边界元法�棽��有限差分法�棾灢棿�和有限元法�椀灢椂��这些传统的数值

求解的计算方法取决于网格的生成及划分�使计算过程艰巨而耗时�相较而言�无网格方法�椃�是一种仅仅基于

节点的近似�形函数的构造是建立在一系列离散的局部节点上�从而摆脱了网格的束缚�该方法在处理网格畸

变�大变形等问题时�与传统的数值方法相比�具有明显的优势�

棻椆椆棽年���������等人�椄�次将移动最小二乘近似和 ��������弱形式耦合�提出了扩散单元法�由于扩散单

元法的计算精度不高�边界条件不易施加�棻椆椆棿年�����������等人�椆�对扩散单元法进行了改进�提出了无单元

��������法�在该方法中�构造形函数的移动最小二乘近似是由传统最小二乘方法发展而来的�故导致移动最

小二乘近似形成病态的或奇异的代数方程组�棻棸灢棻棻��此外�还需要求移动最小二乘近似涉及矩阵的逆�这就会导

致稳定性的降低和计算过程复杂�且增加了无单元 ��������法误差�为了克服移动最小二乘近似的缺点�程玉

民等人�椃�选取正交函数为基函数�得到了改进移动最小二乘近似�将改进移动最小二乘近似和 ��������弱形式

耦合�建立了改进无单元 ��������法�棻棽灢棻棿��改进无单元 ��������方法的优点是改进移动最小二乘近似涉及的法

矩阵是对角线化的�避免了求逆带来的计算效率降低�目前�改进无单元 ��������方法具有更好的计算精度和

数值稳定性�已经成为无网格方法中最重要的方法之一�
本文应用改进无单元 ��������法分析非线性�������灢���������方程边值问题�首先�借鉴已有文献�棻棸�

棻椀�建立非线性 �������灢���������方程的改进单元 ��������法�并推导了详细的计算公式�其次�借鉴文献

�棻椀灢棻椂�的思想�给出了非线性方程的改进无单元 ��������法理论误差分析�在文献�棻棽�棻椂�的改进移动最小二

乘近似的误差基础上�利用文献�棻椀灢棻椃�的无单元 ��������法误差计算过程�推导了�������空间中非线性����灢
���灢���������方程边值问题的误差估计�最后�为了验证理论推导结果和说明改进无单元 ��������法的性质�
给出了相应的数值算例�

棻非线性�������灢���������方程边值问题的改进无单元��������法

棻灡棻变分公式

考虑在�����内的边值问题
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其中毸椌棸为一个物理参数�
由于改进移动最小二乘近似的形函数不满足 ���������灢毮函数特性�求解该问题时 ���������边界条件不易

施加�通常解决方法是使用拉格朗日乘子法和罚函数法�但拉格朗日乘子会使得系数矩阵不正定导致计算量加

大�故采用罚函数法�棻椄��
引入罚因子毩�充分大��将原问题�棻�式可近似为�
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接下来�把近似问题�棽�式转换为等价的变分问题�设���棻������以����乘微分方程的两端�在�����上
积分得�
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于是由�棿�式得到变分问题�求�毩��棻������使得炐���棻������且
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棻灡棽数值离散

为了得到改进无单元 ��������法的数值解�令�������椊����氄��棻���{ }� �其中氄� 为改进移动最小二乘

近似构造的形函数�椆��
在无网格近似解空间�������中�变分问题�椂�式可近似为�
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由�的任意性�将�依次取为氄棻�氄棽����氄���椃�式可以离散为如下方程组
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显然����是非线性项�方程�椄�式是非线性方程组�不能直接求解�本研究调用 ������的子程序������
对它进行求解�该算法是牛顿方法的一种变体�它使用了对雅可比矩阵的有限差分近似�并采用预防措施以避

免大步长或增加残差�

棽误差估计

定理棻�设����棲棻�����为非线性�������灢���������方程�棻�式的解析解��� 为它的改进无单元 ��������
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法式的数值解�则有如下误差�
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其中�
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将�棽棸���棽棻�和�椀�式代入�棻椆�式得�
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最后将�棻椀���棽椀�式代入�棻椄�式整理可得到�椆�式� 证毕

定理棻的误差是由处理���������边界使用罚函数法中罚因子毩带来的�从�椆�式可看出�罚因子过大或过

小会导致误差增加�故取罚因子毩椊�毩�
棴棽��������椶�棲棻�

棾 �其中�毩 是一个常数�使误差达到最佳的收敛速度�当�椶椊棻

且��棻时�有毩椊�毩�棴棿
棾 �改进无单元 ��������法的解以�的最优收敛速度在�棻�����空间中收敛于数值解�当

�椶椊棽且��棽时�有毩椊�毩�棴棽�改进无单元 ��������法的解以�棽 的最优收敛速度在 �棻�����空间中收敛于数值

解�下面的算例在没有说明的情况下�改进移动最小二乘近似的基函数选择�椶椊棽�则毩椊�毩�棴棽�

棾数值算例

算例棻�考虑如下边值问题�棻��
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图棻给出了�及它的导数��
��

的改进无单元 ��������法数值解和解析解�在计算过程中�使用了棽棻个等距

节点�从图棻中可看出�数值解和解析解具有很好的一致性�
为了研究罚因子毩对误差的影响�图棽展示了罚因子毩与误差之间的关系�在计算过程中�分别采用了棽棻�

棿棻�椄棻和棻椂棻个等距节点�从图中可以观察到�一个太小或太大的罚因子毩会使误差增大�在罚因子太小的情

况下�定理棻表明了误差由�椆�式的右端第二项支配�理论收敛速度为毩棴棻�误差与罚因子成反比�显然�图棽展

示了误差随着惩罚因子的增加而减小����棻棸毩�椀��且实验收敛速度与理论基本吻合�反之�当罚因子太大的情

况下�定理棻指出误差由�椆�式的右端第三项支配�误差与罚因子成正比�同时图棽也展示了误差随着惩罚因子

的增加而增加����棻棸毩�椆��证实了理论结果�

通过图棽也可以观察出节点间距� 和罚因子毩 有关��椶椊棻时罚因子取毩椊�毩�棴棿
棾 或�椶椊棽时罚因子取

�毩�棴棽�为了研究参数�毩 对收敛性的影响�图棾展示了不同的�毩 情形下的误差�当实验收敛速度接近棻或棽
时�收敛性很少受到参数�毩 的影响�这些数值结果也与理论结果一致�

由图棿给出了�椶椊棻和�椶椊棽时�文献�棻�中的间断 ��������方法和改进无单元 ��������法在 �棻 范数下的

误差�从图中可以看出改进无单元 ��������法比文献�棻�中的间断 ��������的方法所产生的误差要小�
算例棽�考虑如下边值问题�

棻椃第棿期����������钟思瑶�等�非线性�������灢���������方程的改进无单元 ��������法分析



棴�棽����
��棽 椊棴椂棾

棿 � 棽灡椀棴�棴 � 棿灡椀
棲�棴��������棴棻�棻�

��棴棻�椊棻���棻�{ 椊棻
�

该问题的解析解为����椊 � 棿灡椀�

��

图棻�算例棻中�和��
��

的数值解和解析解

���棶棻����������������������������������������
������������棻

��

图棽��椶椊棻和�椶椊棽时�罚因子毩的影响

���棶棽����������������������������毩����椶椊棻����椶椊棽

��

图棾��椶椊棻和�椶椊棽时�变化的罚因子对收敛性的影响

���棶棾�����������������������������������������椶椊棻����椶椊棽

图椀给出了�及它的导数��
��

的改进无单元 ��������法数值解和解析解�在计算过程中�使用了棽棻个等距

节点�从图椀中可看出�数值解和解析解具有很好的一致性�

棽椃 重庆师范大学学报�自然科学版������������棶�����棶��������������第棾椂卷



��
图棿��椶椊棻和�椶椊棽时�间断��������方法和改进无单元��������法误差

���棶棿������������������������������������������������灢��������������������������椶椊棻����椶椊棽

��

图椀�算例棽中�和��
��

的数值解和解析解

���棶椀����������������������������������������
������������棽

图椂�算例棽的误差和收敛性

���棶椂������������������������������棽

图椂给出了节点间距�和误差的���灢���图像�从图椂可

以看出�实验收敛速度接近棽�与理论相吻合�

棿结论

用改进无单元 ��������法求解了非线性 �������灢�����灢
����方程边值问题�给出了详细的数值计算公式�在�������
空间中建立并推导了该方法的误差估计公式�数值解的误差

展现了较高的计算精度和稳定的数值结果�从误差分析的过程

中可以看出�误差随节点间距的减小而降低�数值算例验证了

理论分析结果�

参考文献�
�棻������������������� ��棶�����������������灢

��������������������������������������������������
��������������������棶�����������������������������
��������棽棸棻棿�棻椂�棽��棿椆棻灢椀棻椀棶

�棽���������������������棶����������������
��������������������灢������������������������������灢
�������������������������������������棶���������������
���������������棽棸棻棸�棻椄棻�椂��棻棻椀棸灢棻棻椂棸棶

�棾��������������������� �棶�����������������灢

���������������������������������������������������
�������灢��������������������棶����������������������
����������棽棸棸棿�棽椀�椃��椆棾椀灢椆椀椀棶

�棿������ ������������棶�����������������������
�����������������������������灢��������������������灢
����������������������棶�����������棽棸棸椂�棽棿�棾��棽椀棽灢
棽椂棿棶

�椀������������������棶�����������������������灢
���������������������������灢��������������������棶��灢

棾椃第棿期����������钟思瑶�等�非线性�������灢���������方程的改进无单元 ��������法分析



����������� ������������������棽棸棸椃�棿椀�椂��棽棽椆椄灢
棽棾棽棸棶

�椂���������������������������棶棶����������灢
����������� �������������������������������灢�����灢
���������������棶���������������������������������灢
���灡棽棸棻棽�棻棻�棻��棻椃椆灢棽棻棿棶

�椃�程玉民棶无网格方法���棶北京�科学出版社�棽棸棻椀棶
������ �棶�����������������棶���������������������

棽棸棻椀棶
�椄��������������������������棶���������������

����������������������������������������������������灢
���������棶�����������������������棻椆椆棽�棻棸�椀��棾棸椃灢棾棻椄棶

�椆��������������� ������棶�������灢������������
����������棶���������������������������������������
��������������棻椆椆棿�棾椃�棽��棽棽椆灢棽椀椂棶

�棻棸����������棶�������������������������������������
�����������������������灢���������������������棶���灢

�������������������������������������棽棸棻椂�椃棽�椂��

棻椀棻椀灢棻椀棾棻棶
�棻棻������������棶����������������������������������

�������������������������������������������������
��������������������������棶�����������������������
�����������������棽棸棻椂�椃棾�棽棻灢棾棿棶

�棻棽������������棶����������������������������������
����������������� �������� �������� ���� ������
�������������������������������������������������棶

�����������������������������棽棸棻椂�棿棸�棿��棽椄椃椀灢棽椄椆椂棶
�棻棾������ �������������� � ������棶�����灢

�������������灢���� �������� ��������������灢�����灢
����������������������������������������棶����������灢
�������������������� �����������棽棸棻棾�椀椂�椄��棻椀椂椄灢
棻椀椄棸棶

�棻棿������� ������������� � �棶�������������灢
����灢�������������������������������������������
�������������������������������棶����������� ��������
���������������������棽棸棻棿�棿棸�棿棸��棻椄棻灢棻椄椄棶

�棻椀������������棶�������������������������������灢
����灢�����������������������������������������������

�����������棶����������������棽棸棻椃�棽椂�棾��棽棻椀灢棽棽椀棶
�棻椂���������� ������ �棶����������������������

�������������������������������灢������������������
���������������������灢������������ ���������棶��灢

�������������������������������棽棸棻椀�棽椂棽�椀椂灢椃椄棶
�棻椃�����棶�������������������������������灢��������灢

������������������������灢���������������������灢��灢
������������������棶������� ��������� ������������

棽棸棻椂�椆椆�椃椃灢椆椃棶
�棻椄��������������棶�����������������������������

���������������������������������������������������
�������������������������������������������棶���灢

��������������������棻椆椆椄�棽棻�棾��棽棻棻灢棽棽棽棶

�

����������������������������灢���������������������
����������������灢�����������������

��������������������
�����������������������������������������������������������������棿棸棻棾棾棻�������

��������������������������������������灢��������������������������������������������������������灢����������������灢
��棶��������������������������������������������������������������������������������������������������灢����
�����������������������������������������������灢�����������������棶����������������������������������������������
������������������������������������������������灢�������������������������������������灢��������������������������
�������������棶����������������������������������������������������棶���������������������������������������������棶
��������������������������������������������������������������������棶�����������������������������������������棶
���������������������������������������灢�����������������������������������灢���������������������������������

�责任编辑�许�甲�

棿椃 �������������������������������������������������������������棶�����棶����������灡棾椂��灡棿


