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求解随机变分不等式问题的修正外梯度随机逼近算法
*
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摘要:【目的】研究求解随机变分不等式问题的基于外梯度的随机逼近算法。【方法】依据求解经典变分不等式问题的外梯

度算法,给出求解随机变分不等式问题的修正外梯度随机逼近算法。【结果】在适当的假设下,证明了修正外梯度随机逼

近算法具有全局收敛性,初步的数值试验结果表明算法具有有效性。【结论】修正外梯度随机逼近算法是对已有的外梯度

随机逼近算法的进一步推广,并且可在更弱的假设下获得它们的全局收敛性结果。
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众所周知,变分不等式(VI)问题已被广泛应用于经济管理、供应链网络、交通运输、博弈论等领域[1-2]。在现

实生活中,很多问题都会涉及随机因素。因此,近些年来许多研究者开始关注对随机变分不等式(SVI)问题的研

究。本文考虑SVI问题:找x*∈X,使得:
(x-x*)TF(x*)≥0,∀x∈X, (1)

其中X⊂Rn 是一个非空闭凸集,F 是Rn→Rn 的一个映射,且F(x)∶=E[f(x,ξ)],这里ξ∈Ω 是概率空间(Ω,F,

P)中的随机变量,f(x,ξ)是一个连续映射,E 表示数学期望。
求解问题(1)的常用方法主要有两类:样本均值逼近(SAA)[3]和随机逼近(SA)[4-9]。这两类方法均基于用样

本点逼近原问题,但SA方法每次迭代所需的样本个数少,且数值表现优于SAA方法。因此,本文主要考虑求解

问题(1)的SA方法。最近Kannan等人[7]提出了求解问题(1)的基于外梯度的SA方法,该方法在假设F 伪单调

加并且F 有界或者Lipschitz连续的条件下依概率1收敛。Iusem等人[8]采用每次迭代选取若干个样本点修正

外梯度算法,获得了在F 伪单调并且Lipschitz连续的条件下依概率1收敛的理论结果。进一步地,Iusem等

人[9]又在文献[8]的基础上对算法加入线搜索技术,获得了和文献[8]一样的理论收敛性和更好的收敛率结果。
本文受文献[7,9]中研究工作的启发,给出求解随机变分不等式问题(1)的修正外梯度随机逼近算法,在更

弱的假设下,证明算法的全局收敛性,并对文献[10]中的算例进行数值试验,从而验证算法的有效性。

1预备知识

定义1[1] 设X 是Rn 中的非空闭凸集,y∈Rn。定义ΠX[y]∶=argmin{‖x-y‖:x∈X}为点y在集合X
上的投影。

定义2[1] 对任意的x∈Rn 和α>0,定义rα(x)∶=‖x-ΠX[x-αF(x)]‖为问题(1)的自然残差函数。当

α=1时,自然残差函数简记为r(x)。
引理1[1] x*是问题(1)的解,当且仅当对任意α>0有x*=ΠX[x*-αF(x*)]。

引理2[1] 给定x∈Rn,函数α rα(x)
α

在区间(0,∞)上是不增的。

引理3[1] 设X⊂Rn 是一个非空闭凸集,则:1)对任意的x,y∈Rn,有‖ΠX(x)-ΠX(y)‖≤‖x-y‖;2)对

任意的x∈Rn,y∈X,有(x-ΠX(x))T(y-ΠX(x))≤0;3)对任意的x∈Rn,y∈X,‖ΠX(x)-y‖2≤‖x-y‖2-
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‖ΠX(x)-x‖2。
引理4[11] 对任意的x,y∈Rn,λ∈(0,1),有:

‖λx+(1-λ)y‖2=λ‖x‖2+(1-λ)‖y‖2-λ(1-λ)‖x-y‖2

成立。

命题1[12] 设{νk},{ωk},{ak},{bk}均为适应于σ代数流{Fk}的可积非负随机序列,满足∑
∞

k=1
ak<∞,∑

∞

k=1
bk<∞,

并且对任意的k∈N,E[νk+1|Fk]≤(1+ak)νk-ωk+bk 依概率1成立,则{νk}依概率1收敛,并且∑
∞

k=1
ωk<∞依概

率1成立。

2算法及其收敛性

求解经典VI问题的外梯度算法已经发展得比较成熟,但是,对于求解SVI问题的外梯度算法,人们研究得

却很少。Censor等人[13]给出了求解经典VI问题的一类修正外梯度算法,其中将k+1步的迭代点取为第k步

和矫正步的迭代点的凸组合。为了充分利用已有迭代点的信息以提高算法的有效性,本文结合文献[7,13]中的

迭代格式和文献[9]中的线搜索策略,提出求解问题(1)的一类修正外梯度随机逼近(Modifiedextragradientsto-
chasticapproximation,MESA)算法。下面给出 MESA算法的具体步骤。

MESA算法 初始步,选取初始点x0∈Rn,γ>0,θ∈(0,1),μ∈ 0,
1æ

è
ç

ö

ø
÷

3
,令k∶=0。

步骤1,给定xk,取来自Ω 的样本点ξk,若xk=ΠX[xk-f(xk,ξk)]则停止;否则转步聚2。
步骤2,对于α∈(0,∞),定义yk(α)∶=ΠX[xk-αf(xk,ξk)]。找αk=γθlk,其中lk 是使得下式立的最小非负

整数:

γθlk‖f(xk,ξk)-f(yk(γθlk),ξk)‖≤μ‖xk-yk(γθlk)‖。 (2)
记yk=yk(αk)=ΠX[xk-αkf(xk,ξk)]。产生Ω 的样本点ηk,计算tk=ΠX[xk-αkf(yk,ηk)]。选取δ∈(0,1),计
算:

xk+1=δxk+(1-δ)tk, (3)
令k∶=k+1,转步聚1。

MESA算法中的ξk 和ηk 是来自随机变量ξ的独立同分布样本。下面考虑由MESA算法产生的序列{xk}的

收敛性。关于随机过程{xk}的σ代数流为 Fk=σ(x0,ξ0,…,ξk-1,η0,…,ηk-1),F̂k=σ(x0,ξ0,…,ξk-1,ξkη0,…,

ηk-1)。定义εk
1∶=f(xk,ξk)-F(xk),εk

2∶=f(yk,ηk)-F(yk),εk
3∶=f(yk,ξk)-F(yk)是由 MESA算法产生的随

机误差。
为了获得 MESA算法的收敛性,需要下面的假设。
假设1 问题(1)的解集X*非空。
假设2 存在非负随机变量 L:Ω→R+,满足E[L(ξ)]<∞,L(ξ)≥1,∀x,y∈Rn,‖f(x,ξ)-f(y,ξ)‖≤

L(ξ)‖x-y‖,依概率1成立。
假设3 对任意的x*∈X,有(x-x*)TF(x)≥0,∀x∈X。

假设4 误差εk
1,εk

2,εk
3 满足:1)E[εk

1|Fk]=0,E[εk
2|F̂k]=0;2)∑

∞

k=0
E[‖εk

1‖2|Fk]<∞,∑
∞

k=0
E[‖εk

2‖2|Fk]<∞,

∑
∞

k=0
E[‖εk

3‖2|Fk]<∞成立。

假设2是文献[9]中的Hölder连续假设的一个特例,假设3弱于文献[7]中的伪单调加假设和文献[9]中的

伪单调假设,假设4是SA方法中的基本假设,它要求随机误差具有无偏性和方差具有可控性。

为了叙述方便,定义Ak∶=(1-3μ2)γ2‖εk
1‖2+3γ2‖εk

2‖2+3γ2‖εk
3‖2,Bk∶=12

(1-δ)(1-3μ2)α2k 在给出

MESA算法的收敛性之前,先证明引理5和引理6。下面的引理5给出了与随机误差有关的一个递推关系。
引理5 在假设1~3成立的条件下,若 MESA算法在第k步不终止,则对任意x*∈X*,由 MESA算法产
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生的序列{xk}满足

‖xk+1-x*‖2≤‖xk-x*‖2-Bkr2(xk)+Ak-2αk(1-δ)(yk-x*)Tεk
2。 (4)

证明 由引理3得到:

‖tk-x*‖2=‖ΠX[xk-αkf(yk,ηk)]-x*‖2≤
‖(xk-αkf(yk,ηk))-x*‖2-‖ΠX[xk-αkf(yk,ηk)]-(xk-αkf(yk,ηk))‖2。

由假设3及εk
2 的定义得到:

‖tk-x*‖2≤‖xk-x*‖2-‖(xk-yk)-(tk-yk)‖2-2αk(tk-yk)Tf(yk,ηk)-2αk(yk-x*)Tεk
2≤

‖xk-x*‖2-‖xk-yk‖2-‖yk-tk‖2+2αk(tk-yk)T(f(xk,ξk)-f(yk,ηk))-2αk(yk-x*)Tεk
2。

通过均值不等式得:

‖tk-x*‖2≤‖xk-x*‖2-‖xk-yk‖2-2αk(yk-x*)Tεk
2+α2k‖f(xk,ξk)-f(yk,ηk)‖2。 (5)

由不等式 ∑
3

i=1a( )i
2
≤3∑

3

i=1a
2
i 和(2)式以及αk∈(0,γ),得到:

α2k‖f(xk,ξk)-f(yk,ηk)‖2≤
α2k(‖f(xk,ξk)-f(yk,ξk)‖+‖f(yk,ξk)-F(yk)‖+||F(yk)-f(yk,ηk)‖)2≤

3α2k‖f(xk,ξk)-f(yk,ξk)‖2+3α2k‖f(yk,ηk)-F(yk)‖2+3α2k‖f(yk,ξk)-F(yk)‖2。
因此:

α2k‖f(xk,ξk)-f(yk,ηk)‖2≤3μ2‖xk-yk‖2+3γ2‖εk
2‖2+3γ2‖εk

3‖2。 (6)
由εk

1 得到yk=ΠX[xk-αkf(xk,ξk)]=ΠX[xk-αk(F(xk)+εk
1)]。根据引理2、引理3以及αk∈(0,γ)得:

α2kr2(xk)≤r2αk(x
k)=‖xk-ΠX[xk-αkF(xk)]‖2=‖(xk-yk)+(yk-ΠX[xk-αkF(xk)])‖2≤

2‖xk-yk‖2+2‖ΠX[xk-αk(F(xk)+εk
1)]-ΠX[xk-αkF(xk)]‖2≤2‖xk-yk‖+2γ2‖εk

1‖2。
因此:

‖xk-yk‖2≥α
2
k

2r
2(xk)-γ2‖εk

1‖2。 (7)

结合(6)~(7)式,得:

‖xt-x*‖2≤‖xk-x*‖2-α
2
k(1-3μ2)
2 r(xk)2-2αk(yk-x*)Tεk

2+

(1-3μ2)γ2‖εk
1‖2+3γ2‖εk

2‖2+3γ2‖εk
3‖2。 (8)

由(3)式、(8)式、引理4和δ∈(0,1),得到:

‖xk+1-x*‖2=‖δxk+(1-δ)tk-x*‖2=‖δ(xk-x*)+(1-δ)(tk-x*)‖2≤

δ‖xk-x*‖2+(1-δ)‖tk-x*‖2≤‖xk-x*‖2-α
2
k(1-δ)(1-3μ2)

2 r(xk)2-2(1-δ)αk(yk-x*)Tεk
2+

(1-3μ2)γ2‖εk
1‖2+3γ2‖εk

2‖2+3γ2‖εk
3‖2。

根据Ak,Bk 定义有‖xk+1-x*‖2≤‖xk-x*‖2-Bkr(xk)2+Ak-2(1-δ)αk(yk-x*)Tεk
2 成立。 证毕

因为线搜索步长αk 的取值与样本点有关,所以需要寻找αk 的下界。下面的引理6就表明,步长αk 的取值要

么是γ,要么是Lipschitz常数下界的一个无偏随机估计。引理6的证明参考了文献[9]中引理4,引理5的证明

过程。

引理6 在假设2成立的条件下,若 MESA算法在k步不终止,则αk≥min μθ
L(ξk),{ }γ 依概率1成立,并且有

E[αk|Fk]≥ 1Lmin
{μθ,γ}成立,其中L∶=E[L(ξ)]。

证明 如果αk=γ满足(2)式,则αk=γ;如果αk=γ不满足(2)式,则有θ-1αk‖f(xk,ξk)-f(yk(θ-1αk),ξk)‖>

μ‖xk-yk(θ-1αk)‖。由假设2得:

‖f(xk,ξk)-f(yk(θ-1αk),ξk)‖≤L(ξk)‖xk-yk(θ-1αk)‖。

故可得到αk≥ μθ
L(ξk)。通过上述讨论可知αk≥min γ,μθ

L(ξk{ })依概率1成立。由假设2知,L(ξk)≥1依概率1成

立,从而有αkL(ξk)≥ min{μθ,γ}依概率1成立,故:
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min{μθ,γ}≤E[αkL(ξk)|Fk]≤E[αk|Fk]E[L(ξk)|Fk]=LE[αk|Fk],E[αk|Fk]≥1Lmin
{γ,θμ}

成立。 证毕

下面给出 MESA算法的收敛性结果。
定理1 在假设1~4成立的条件下,MESA算法要么有限步终止(如第k步终止,则xk 为问题(1)的解),要

么产生一个无穷序列{xk},满足:1){xk}依概率1有界;2)lim
k→∞

r2(xk)=0;3){xk}的每个聚点x均依概率1为问

题(1)的解;4)lim
k→∞

d(xk,X*)=0依概率1成立,其中d(·,·)表示距离。

证明 若 MESA算法在第k步终止,则有xk=ΠX[xk-αkf(xk,ξk)],由引理1知:
(x-xk)Tf(xk,ξk)≥0,∀x∈X。 (9)

由xk∈Fk,ξk 与 Fk 独立,得到E[f(xk,ξk)|Fk]=F(xk)。对(9)式取E[·|Fk],得到(x-xk)TF(xk)≥0,∀x∈
X,所以xk∈X*。

若 MESA算法不在有限步终止,则产生一个无穷序列{xk}。由引理6,E[·|Fk]=E[E[·|F̂k]|Fk]和假设

4,并对(9)式取E[·|Fk],得到:

E[‖xk+1-x*‖2|Fk]≤‖xk-x*‖2+E[Ak|Fk]-2(1-δ)E[αk|Fk]·

E[(yk-x*)|Fk]TE[E[εk
2|F̂k]|Fk]-E[Bk|Fk]r2(xk)=

‖xk-x*‖2-E[Bk|Fk]r2(xk)+E[Ak|Fk]+E[Ak|Fk]=

‖xk-x*‖2-12
(1-δ)(1-3μ2)E[α2k|Fk]r2(xk)+E[Ak|Fk]≤

‖xk-x*‖2- 12L2
(1-δ)(1-3μ2)min{θμ,γ( )}2r2(xk)+E[Ak|Fk]。

记νk∶=‖xk-x*‖2,bk∶=E[Ak|Fk],ωk∶= 12L2
(1-δ)(1-3μ2),并令ak∶≡0,则显然有∑

∞

k=1
ak<∞。 因此有

E[νk+1|Fk]≤(1+ak)νk-ωk+bk。由Ak 有:

bk=E[Ak|Fk]=(1-3μ2)γ2E[‖εk
1‖2|Fk]+3γ2E[‖εk

2‖2|Fk]+3γ2E[‖εk
3‖2|Fk],

故由假设4可知∑
∞

k=1
bk< ∞。 因此,由命题1知{‖xk-x*‖2}依概率1收敛,且∑

∞

k=1
ωk< ∞ 成立,故{xk}依概

率1有界,即结论1)成立;

且ωk= 12L2
(1-δ)(1-3μ2)(min{θμ,γ})2r2(xk)→0成立,lim

k→∞
r2(xk)=lim

k→∞
‖xk-ΠX[xk-F(xk)]‖2=0成

立,即结论2)成立;
设x为序列{xk}的任一聚点,则由F 和Π 的连续性有x=ΠX[x-F(x)],故由引理1知x∈X*,因此结论3)

成立;
由于{xk}依概率1有界,并且它的任意聚点均依概率1为问题(1)的解,故lim

k→∞
d(xk,X*)=0依概率1成立,

结论4)得证。 证毕

3数值试验

该小节选 取 文 献 [10]中 的 算 例,对 MESA 算 法 给 出 初 步 的 数 值 试 验 结 果。算 法 的 终 止 准 则 为

xk-ΠX[xk-f(xk,ξk)] ≤10-6,各参数的取值分别为:θ=0.5,γ=0.6,μ=0.4,δ=0.8。测试环境为 Matlab
R2016b,操作系统为 Windows10,CPU为1.8GHz,内存为8.0GB。定义函数f1(x,ξ),f2(x,ξ)分别如下:

f1(x,ξ)∶=
x1-ξx2+3-2ξ

-ξx1+2x2+ξx3-2-ξ
ξx2+3x3-3-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ξ

,f2(x,ξ)∶=
x21-ξx2+3-2ξ

-ξx1+2x22+ξx3-2-ξ
ξx2+3x23-3-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ξ

。

算例1ξ是随机变量,X=R3
+,样本函数取f1(x,ξ);算例2ξ是随机变量,X=R3

+,样本函数取f2(x,ξ);算例

3ξ是随机变量,X=[0,4]×[0,4]×[0,4],样本函数取f1(x,ξ);算例4ξ是随机变量,X=[0,4]×[0,4]×[0,

4],样本函数取f2(x,ξ)。
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对于上述每个算例,任意给定ξ∈[0,1],它们都有唯一解x*=(0,1,1)T。表1给出了 MESA算法、ESA算

法[9]和SAA算法[10]对算例1~4在随机变量ξ服从Ω=[0,1]上的均匀分布和ξ服从Ω=(-∞,+∞)上的均值

为1/2、方差为1/12的正态分布这两种情形下测试100次的平均值的数值试验结果。数值试验中,每次计算均

选取初始点x0=(0,0,0)T。表1中的第1列至第4列分别给出了算例编号、算法名称、所得的近似解x和计算

(CPU)时间。

表1 算例1~4的数值试验结果

Tab.1 Numericalresultsforexample1~4

算例 算法
随机变量ξ服从均匀分布 随机变量ξ服从正态分布

近似解x CPU时间/s 近似解x CPU时间/s

1
MESA
ESA
SAA

(0,0.999999,1.000002)
(0,0.999999,1.000002)

(0.000061,0.999746,0.999523)

0.0035 
0.0055 
0.01323

(0,0.999992,1.000004)
(0,0.999994,1.000002)

(0.000543,0.994255,0.958932)

0.0043
0.0065
0.0145

2
MESA
ESA
SAA

(0,0.999996,1.000005)
(0,0.999999,1.000003)

(0.000002,1.006939,1.009293)

0.0021 
0.0043 
0.0126 

(0,0.999993,1.000004)
(0,0.999994,1.000002)

(0.000102,1.000232,1.009234)

0.0021
0.0043
0.0126

3
MESA
ESA
SAA

(0,0.999992,1.000003)
(0,0.999993,1.000002)

(0.006147,0.999463,0.999231)

0.0045 
0.0065 
0.0132 

(0,0.9999994,1.000005)
(0,0.9999993,1.000002)

(0.000034,0.996461,0.999431)

0.0045
0.0065
0.0132

4
MESA
ESA
SAA

(0,0.999993,1.000002)
(0,0.999997,1.000008)

(0.006147,0.946354,0.923166)

0.0055 
0.0075 
0.0152 

(0,0.999999,1.000002)
(0,0.9999997,1.000008)

(0.000042,0.999143,0.999341)

0.0055
0.0075
0.0152

从表1可知,本文给出的 MESA算法和文献[9]中的ESA,文献[10]中的SAA算法对算例1~4均能在较

短的时间内计算出十分接近问题真解x*=(0,1,1)T 的近似解,并且 MESA算法计算每个算例所花费的时间均

少于ESA算法,且均明显少于SAA算法。因此,本文所提的 MESA算法比ESA算法和SAA算法更为有效。

4小结

本文给出了求解随机变分不等式问题的 MESA算法。在较弱的假设下,证明了 MESA算法产生的序列

{xk}的每一个聚点都是问题(1)的解依概率1成立。并且lim
k→∞

d(xk,X*)=0和lim
k→∞

r2(xk)=0都是依概率1成立。

初步的数值试验结果表明MESA算法优于ESA算法和SAA算法。鉴于随机算法需要多次取样,接下来考虑修

正算法框架,设计更为合适的终止准则,让算法自行多次取样,并给出相应的收敛性结果。
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ModifiedExtragradientStochasticApproximationAlgorithmsfor
SolvingStochasticVariationalInequalityProblems
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Abstract:[Purposes]Thestochasticapproximationalgorithmsbasedonextragradientforsolvingstochasticvariationalinequality
(SVI)problemsarestudied.[Methods]Aclassofmodifiedextragradientstochasticapproximation(MESA)algorithmsforsolving
SVIproblemsisispresentedinthelightoftheextragradientalgorithmforsolvingtheclassicalvariationalinequalityproblems.
[Findings]Underappropriateassumptions,theglobalconvergenceofMESAalgorithmsareproved.Thepreliminarynumericalre-
sultsshowthatMESAalgorithmsareiseffective.[Conclusions]MESAalgorithmsarethegeneralizationsforsomeexistingextragradi-
entstochasticapproximationalgorithms,andtheproofofglobalconvergenceofMESAalgorithmsneedsweakerassumptions.
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