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具有风险厌恶型决策者的有限阶段马尔可夫决策过程
*
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摘要:【目的】在分析了期望最大化准则无法控制方差的局限性的基础上,考虑具有风险厌恶型决策人的有限阶段马尔可

夫决策过程,为风险厌恶决策者提供决策方法。【方法】建立了悲观准则下有限阶段马尔可夫决策过程的数学模型,并基

于动态规划原理和同向不等号相加的保号性给出了向后递推算法。【结果】得到了每个阶段所有可能状态的最优策略和

到阶段结束至少可获得的报酬,并证明所得到的最优策略矩阵满足风险厌恶型决策者的要求。然后,针对连续性策略、成

本最小化和风险偏好型决策者等情形下有限阶段马氏过程最优策略的求解进行了一些理论延伸。【结论】给出了一个三

阶段马尔可夫过程的算例分析,验证了所提出的模型。
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马尔可夫决策过程是一种典型的随机动态规划,由于它具有无后效性、序贯决策的特点,因此被广泛地应用

于各个领域[1-2]。根据决策时域范围的不同,可以将马尔可夫决策过程分为无限阶段过程和有限阶段过程。无

限阶段马尔可夫过程的模型主要有折扣模型和平均模型,本文研究的对象是有限阶段马尔可夫决策过程。
近些年来,对有限阶段马尔可夫决策过程的研究文献较多。Nielsen等人[3]研究了寻找第k个最优的马尔可

夫策略的问题,并结合有向图建立了期望成本最小化的模型。Lovejoy[4]对部分可观测的有限阶段马尔可夫决策

过程进行了研究,建立了期望报酬最大化的模型,并提出了求解模型的几种近似算法。另外,Monahan[5]和

Smallwood等人[6]在期望报酬最大化准则下对部分可观测的有限阶段马尔可夫决策过程的控制问题进行了相

关研究。王薇等人[7]将可变限速控制问题建模成有限阶段马氏过程,并通过仿真验证该模型对提高交通流量的

有效性。李江波等人[8]基于风险理论建立效用函数,并用有限阶段马氏过程解决电网的实时电价问题。
上述文献都以期望准则作为决策的基础,另外一些学者注意到有限阶段马尔可夫决策中的方差问题。Hen-

derson等人[9]对马尔可夫过程进行模拟仿真,并提出了控制变量来减少方差的措施。Sobel[10]以最大化均值—

方差系数为目标函数,对有限阶段马尔可夫决策过程进行研究。Filar等人[11]提出了带有方差惩罚的马尔可夫

决策问题,并与折扣模型和平均模型相结合,寻找决策过程的最优策略。
方差的存在伴随着决策过程中收益波动的发生,而人们在面对收益波动或损失风险时常表现出较高的敏感

性[12]。因此对于风险厌恶的决策者而言,控制决策过程的风险显得十分重要。Shen等人[13]分别对无限阶段的

折扣模型和平均模型提出对应的风险敏感性标准,给出了相应的算法并证明最优解的存在性。Ruszczynski[14]

和Cavus等人[15]都研究了具有风险厌恶决策者的马尔可夫风险控制问题,并给出了动态递归算法。
本文对决策人为风险厌恶型的有限阶段马尔可夫过程进行分析,基于动态规划原理给出了向后递归算法,

根据同向不等号相加的保号性,得到每个阶段所有可能状态的最优策略和到阶段结束至少可获得的报酬。求解

过程类似于决策者和自然的博弈,每一步向后递推都采取悲观准则。对于风险厌恶型决策者而言,知道每个阶

段所有可能状态采取什么策略能保证至少获得的报酬最多,比知道获得更多期望报酬的策略更重要。
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1有限阶段马氏决策描述

本文讨论的有限阶段马尔可夫决策过程为状态数量有限、策略数有限且齐次的。为了便于讨论,对这类决

策过程做出一些描述[1,16]。

1.1符号说明

1)选取策略的时间点称为决策时刻,用T 表示所有决策时刻的点集,有限阶段马氏决策过程的决策时刻集

记为T={0,1,…,N},N 为阶段数。

2)所有可能状态的集合称为状态空间,记有限状态空间Ω={1,2,…,k},第n时刻的状态记为Sn=i,i∈Ω。

3)状态i对应的可用策略集记为A(i),也称为行动空间,令A=∪i∈ΩA(i)为所有可用策略集之并。一个N
阶段马氏决策规则序列π={π0,π1,…,πN}称为随机马氏策略,其中πt 是决策时刻t的策略,它与t以前的行动

及状态无关。全体随机马氏策略组成的集合记作Δ,π∈Δ。

4)在任何一个决策时刻n,决策过程处于状态i∈Ω,在采取行动a∈A(i)后,下一时刻转移到状态j的概率

记为p(j|i,a),记an 为第n 时刻采取的行动。

5)在任何一个决策时刻n,决策过程处于状态i∈Ω,在采取行动a∈A(i)后,下一时刻转移到状态j所能获

得的报酬记为r(i,a,j)。
上述符号构成的五元组{T,Ω,A(i),p(j|i,a),r(i,a,j)}称为一个有限阶段马尔可夫决策过程。
另外,相继的状态和行动组成马尔可夫决策的一条轨迹,从0时刻到t时刻的一条轨迹记为ht∶=(S0,a0,

S1,a1,…,St-1,at-1,St),t≥0。

1.2模型和迭代算法

对N≥0,初始状态为i∈Ω,在随机策略π下N 阶段期望总报酬定义为:

UN(i,π)=∑
N-1

n=0
Ei

π[r(Sn,an)]+Ei
π[r(SN)]。 (1)

这里r(SN)为过程终止时刻的剩余价值,某些情况下r(SN)=0。r(Sn,an)表示一步期望函数,当报酬函数既依

赖于当前状态与当前策略,也与下一时刻的状态有关时,r(i,an)=∑
j∈Ω

r(i,an,j)p(j|i,an)。

为了得到最优报酬的递推公式,在随机策略π下从时刻t到时刻N 的期望报酬之和定义为:

uπ
t(ht)=Eπ ∑

N-1

n=t
r(Sn,an)+r(SN)|ht,St={ }i 。 (2)

下面给出有限阶段马氏决策过程的迭代算法。
步骤1,令t=N,对一切hN=(hN-1,aN-1,SN),uNπ(hN)=r(SN)。
步骤2,如果t=0,停止;否则,令t-1=t,进入下一步。
步骤3,对t时刻的每个状态i∈Ω 和每条轨迹ht= ht-1,at-1,S( )t ,计算uπ

t(ht):

uπ
t(ht)=r(i,a(ht))+∑

j∈Ω
p(j|i,a(ht))uπ

t+1(ht,a(ht),j), (3)

a(ht)表示t时刻行动的选择依赖轨迹ht。
步骤4,返回步骤2。
算法中uπ

t(i)和UN(i,π)的区别在于,前者是从时刻t到决策过程终止的总报酬。因此,对∀i∈Ω,有uπ
0(i)=

UN(i,π)。
在本文设定的状态数量和策略数量离散有限的前提下,对i∈Ω,记最优策略π*,则:

π*(i)∈argmax
π∈Δ

uπ
0(i)。 (4)

2悲观准则下有限阶段马氏决策

2.1有限阶段期望准则的局限性

有限阶段马尔可夫决策通常采用期望报酬最大化或期望成本最小化准则,然而对风险厌恶型决策者来说,
该准则存在一定的局限性。
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记n时刻期望最大的策略为a*
n ,根据期望报酬最大化准则得到最优策略集A*:

A*={a*
n|a*

n ∈argmax
an∈Ai

r(i,an)}; (5)

记v(i,an)为采取策略an 时的方差,则有:

v(i,an)=∑
j∈Ω

(r(i,an,j)-r(i,an))2p(j|i,an); (6)

记n时刻方差最小的策略为a′n:

A′={a′n|a′n∈argmin
an∈Αi

v(i,an)}。 (7)

一般来说,E-V准则希望找到在最大化期望的同时最小化方差的解。然而多数情况下E-V准则很难满足,
因此有些情况下会发生A*∩A=∅的情形。对于风险厌恶型决策者来说,提高了期望报酬,增加了报酬的方差,
并不是最好的策略。

此外,风险厌恶型决策者在做决策的时候通常会采用悲观准则,即在决策过程中,每一步决策之前想知道最

少能获得的报酬是多少。在这种情况下,期望报酬最大化准则给出的最优策略集并没有多大参考价值。

2.2考虑悲观准则的向后迭代算法

对于价值或报酬的悲观准则又称极大化极小准则,是 Wald在1950年提出的[17]。对一步期望报酬函数来

说,考虑悲观准则指的是,在n时刻选择策略a*
n ,则有:

p(j|i,an)>0,r(i,a*
n )=max

an∈Ai
min
j∈Ω

r(i,an,j),j∈Ω。 (8)

基于悲观准则,给出具有风险厌恶型决策者的有限阶段马尔可夫决策过程的迭代算法,形式上类似于期望

报酬最大化的向后递归过程。
步骤1,令t=N,此时效用函数uN(SN)=r(SN),SN∈Ω,为了方便后续递推,不妨记uN(SN)≥r(SN)。
步骤2,如果t=0,停止;否则,令t-1=t,进入下一步。
步骤3,对t时刻的任意状态i,在悲观准则下到决策过程结束至少能获得的报酬记为ut(St),如果

p(ji,at)>0,则最优策略a*
t 由

a*
t ∈argmax

at∈Ai
min
j∈Ω
{r(i,at,j)+ut+1(St+1)} (9)

确定。采取策略a*
t 后可以得到报酬ut(St)的取值下限:

ut(St)≥r(i,a*
t ,St+1)+ut+1(St+1)。 (10)

步骤4,返回步骤2。
通过上述算法,可以得到悲观准则下每个阶段所有可能状态的最优策略和到阶段结束至少可获得的报酬。

要确定所得到的策略和报酬下限符合风险厌恶型决策者的要求,需要证明以下两个结论。
结论1 每个阶段所有可能状态在最优策略下所获得的报酬下限均可达到,即无法提高任何一个报酬的下

限值。
证明 不失一般性,设m 时刻采取最优策略a*

m 所能获得报酬下限为um(Sm),m∈{0,1,…,N-1},则根据

算法可以递推得到:

um(Sm)≥r(Sm,a*
m,Sm+1)+um+1(Sm+1)≥∑

N-1

n=m
r(Sn,a*

n ,Sn+1)+r(SN)。 (11)

根据算法的规则,每一步递推中报酬函数对应的转移概率p都大于0,即:

∀m∈ {0,1,…,N-1},p(Sm+1|Sm,a*
m)>0⇒∏

N-1

n=m
p(Sn+1|Sn,a*

n )>0。 (12)

上述两式表明,在m 时刻采取最优策略a*
m 时,获得报酬下限∑

N-1

n=m
r(Sn,a*

n ,Sn+1)+r(SN)是可能达到的。 证毕

结论2 在m 时刻采取除了a*
m 以外的策略,所获得的报酬的下限都不可能高于采取um(Sm)。

证明 根据悲观准则,这个结论的正确性是显然的。事实上,假设存在策略a′m,使得过程在m 时刻采取策

略a′m 所获得报酬的下限大于um(Sm),则a*
m 不满足最优策略的定义,即:

a*
m≠argmax

am∈Ai
min
j∈Ω
{r(i,am,j)+um +1(Sm +1)}。
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至此可以确定,所得到的策略和报酬下限符合风险厌恶型决策者的要求。不同于期望报酬最大化准则得到

的序贯策略集,基于悲观准则的向后迭代算法得到的是策略矩阵,矩阵中每一个元素为某阶段到达某状态时在

悲观准则下应该采取的最佳策略。策略矩阵表示如下:

a*
0,1(u0(1)) a*

0,2(u0(2)) … a*
0,k(u0(k))

a*
1,1(u1(1)) a*

1,2(u1(2)) … a*
1,k(u1(k))

︙ ︙ ︙ ︙

a*
N-1,1(uN-1(1)) a*

N-1,2(uN-1(2)) … a*
N-1,k(uN-1(k

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú))

。

其中任意元素a*
i,j(ui(j))表示在i时刻当状态为j 时,采取最佳策略a*

i,j的情况下,所能获得的报酬的下限为

ui(j)。 证毕

2.3相关理论延伸

下面对悲观准则下向后迭代算法做一些理论延伸。
若策略为连续有界变量,报酬为策略的连续函数,则仍然可以运用悲观准则的向后迭代算法。不同的是,外

层的max需要对连续函数在闭区间内求极大值。
悲观准则下的向后迭代算法除了应用于求解本文中的报酬问题,还可以用于求解成本问题。所不同的是,

对成本问题需要采用minmax准则,其余过程完全一样,且能得到类似的结果。
对于风险偏好型决策者而言,还可以对有限阶段马尔可夫决策过程采用乐观准则,即对每阶段所有可能的

状态所获得的报酬采用maxmax准则,类似于上一节的算法步骤,得到乐观准则下的向后迭代算法,进而得到乐

观准则下每个阶段所有可能状态的最优策略和到阶段结束最多可获得的报酬。
另外,本文给出的算法中并没有考虑当多个策略都满足(9)式的情况下如何比较哪个策略更好。结合风险

厌恶型和风险偏好型决策结果,可以得到每个阶段所有可能状态所能获得报酬的取值范围。在策略下限相等的

情况下,可以比较策略的上限值,取上限较高的那个策略。

3算例分析

考虑一个具有3个状态Ω={1,2,3},3个阶段的马尔可夫决策过程。假设状态之间的转移概率不随策略的

不同而发生变化(当采取的策略影响转移概率时,需要已知不同策略下的转移概率矩阵,其他过程不变),转移概

率矩阵为P=

1
2 0 1

2
1
4

1
2

1
4

1
3

1
6

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

1
2

。过程终止时不同状态的剩余价值为:u3(1)=r(S3=1)=1,u3(2)=r(S3=2)=0,

u3(3)=r(S3=3)=3。

在采取不同的策略a1,a2,a3 情况下,不同状态之间转移产生报酬矩阵分别为

2 1 3
1 4 2
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú3 2 1

,
3 0 2
2 1 2
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú4 2 1

,

5 3 2
3 2 1
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1 4 2

。

采用悲观准则下的向后迭代算法,第三阶段起始状态S2=1时,根据悲观准则,策略a1 下能获得的最低报酬

为3,策略a2 下能获得的最低报酬为4,a3 下能获得的最低报酬为5,根据(9)式有:

argmax
ai∈A

min
j∈Ω
{r(1,ai,j)+u3(S3)}=a3。

类似可得到S2=2时的最优策略为a1,对应的报酬下限为2;S2=3时的最优策略为a1,所能获得的报酬下

限为2。依次类推,得到策略-报酬矩阵如下:
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a*
0,1(u0(1)) a*

0,2(u0(2)) … a*
0,k(u0(k))

a*
1,1(u1(1)) a*

1,2(u1(2)) … a*
1,k(u1(k))

a*
3,1(u3(1)) a*

3,2(u3(2)) … a*
3,k(u3(k

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú))
=

a1(7) a1(6) a3(6)

a1(5) a1(4) a3(4)

a3(5) a1(2) a1(2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
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策略矩阵中,个别策略的下限值相等的情形下只取了下标号较小的策略。

4结论

本文对具有风险厌恶决策人的有限阶段马尔可夫决策过程进行了研究,本文的贡献可以总结如下。

1)分析了期望准则具有方差不可控以及无法确定地给出最低报酬等局限性,指出该准则不适用于具有风险

厌恶型决策者的有限阶段马氏决策。

2)给出悲观准则,并设计了基于悲观准则的向后迭代算法,得到每个阶段所有可能状态下的最优决策和至

少能获得的报酬,并证明了该算法满足风险厌恶型决策者的需要。

3)分别从策略连续、成本效用函数和风险偏好等3个方面对模型和算法做了一些延伸,并指出这些延伸本

质上和本文给出的过程类同。
由于是建立在悲观准则的基础上,本文并没有考虑策略发生的概率,只考虑发生和不发生。在策略下限发

生概率较低的情况下,决策人仍然考虑该事件的发生,可以认为决策人是极端悲观的。
另外,本文是在风险厌恶情况下对有限阶段的期望准则做出的改进,并没有讨论无限阶段的情形,且所有参

数都是已知的。Suresh等人[18]和 Wolfram等人[19]将 max-min准则应用于求解参数不确定的无限阶段马氏过

程鲁棒性决策问题,关于这方面理论仍然有一些未完美解决的地方,后续的研究将对该问题进行深入分析。
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FiniteHorizonMarkovDecisionProcessesforRisk-averseDecisionMakers

LOUZhenkai1,LOUXuming2,HOUFujun1

(1.SchoolofManagementandEconomics,BeijingInstituteofTechnology,Beijing100081;

2.SchoolofEconomicsandManagement,Xi’anUniversityofPostsandTelecommunications,Xi’an710121,China)

Abstract:Indual-channelsupplychain,howtosellheterogeneousproductsindirectchannelandtraditionalchannelreasonablyisan

issuetomanufacturer.Itisofagreatsignificancetodesignproductlayoutinbusinesspractice.[Methods]Mathematicalmodelsand

backwardinductionwereusedtoresearchmanufacturers’productlayoutsandpricingwhentheyintroduceonlinechannels,andthe

influenceofrelevantparametersonlayoutwasstudiedbynumericalanalysis.[Findings]Resultsshowthat,consumers’acceptance

ofdirectchannel,high-endproducts’qualityandcostwillinfluencethestrategyofmanufacturer’sonlineproductlayout.Whenthe

consumers’acceptanceofdirectchannelandthequalityofhigh-endproductsarehigh,thecostislow,manufacturerwillchoosethe

layoutofhigh-endproducts.Otherwise,itwillchooseanotherlayout.Directpriceofmanufacturerwillincreaseandretailpriceof

tworetailerswilldecreasewiththeincreaseofconsumers’acceptanceofdirectchannel.[Conclusions]Thereisnostrictdominantlay-
outstrategyformanufacturers,allkindsoffactorsaresupposedtobeconsidered.

Keywords:riskaverse;pessimismcriterion;dynamicprogramming;backwardrecurrencealgorithm;optimalpolicymatrix
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