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一种求解变波数Helmholtz方程的高精度紧致差分方法
*
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摘要:【目的】进一步研究 Helmholtz方程对于大波数和变波数问题的数值计算,数值求解 Helmholtz方程具有重要的理

论价值和现实意义。【方法】利用泰勒级数展开,并结合混合型紧致格式的思想,推导了数值求解一维和二维 Helmholtz
方程的六阶精度紧致差分格式。并且格式涉及到未知函数及其一阶和二阶导数值,为保证格式的整体精度,对一阶和二

阶导数的计算也采用六阶紧致差分格式。【结果】格式在小波数和变波数的情况下都有六阶精度,在大波数的情况下仍然

能保持三阶以上精度。【结论】数值实验验证了格式的精确性和可靠性。
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Helmholtz方程是一种描述电磁波的偏微分方程,在工程领域中涉及同时存在空间和时间依赖的偏微分方

程的物理问题的研究中有着广泛应用,如电磁场中的波导问题、电磁波散射以及海洋工程中水波衍射问题等。
求解该类方程常见的数值方法包括有限元法、有限体积法、有限差分法等[1-3]。其中有限元法的应用最为普

遍,但利用有限元法求解会因波数的增大使得计算精度急剧下降。而有限差分法因离散简单、格式易推导、计算

程序易实现等诸多优点而受到广泛关注。Helmholtz方程由于本身的复杂特性给数值计算带来了巨大困难,特
别是大波数和变波数问题的数值计算至今仍然是需要不断深入研究的课题。所以,研究 Helmholtz方程的数值

求解方法具有重要的理论价值和现实意义。
针对Helmholtz方程国内外学者已提出了很多数值方法[4-13],如Singer和Turkel[4]建立了两种有限差分格

式:一种是利用四阶Padé近似的推广,另一种是基于方程本身导数的高阶修正,这两种格式具有四阶精度;

Nabavi等人[5]在Singer和Turkel研究工作的基础上,针对一维和二维Helmholtz方程,基于方程本身导数的高

阶修正构造了一种具有六阶精度的九点紧致有限差分格式;柯日焕和黎稳[6]利用联合紧致差分格式(CCD)离散

Helmholtz方程,格式具有六阶精度;Fu[7]针对二维Helmholtz方程的大波数问题,提出了两种四阶精度紧致差

分格式,对差分格式形成的线性代数方程组采用快速傅立叶变换(FFT)方法进行求解;Wu[8]针对二维 Helm-
holtz方程提出了一种色散极小化紧致差分格式;Chen和Qiu[9]提出了一阶系统最小二乘方法,用于求解高波数

问题,得到一个Hermitian正定代数系统,并明确地给出了网格大小h,逼近阶p和波数k 的依赖关系;Zhuang
和Sun[10]针对二维Helmholtz方程提出了一种高阶交替方向隐式(ADI)差分方法,它的格式具有四阶精度;葛
永斌和刘国涛[11]针对二维Helmholtz方程,基于二阶导数的四阶Padé型紧致差分逼近式,结合方程本身,得到

一种四阶紧致差分格式,并利用算子插值法和Richardson外推法将格式精度提高到了六阶;马廷福和葛永斌[12]

提出了一种求解三维Helmholtz方程的19点紧致差分格式,并结合多重网格算法提高了数值计算效率;孙晓峰

和姜子文[13]针对一维Helmholtz方程,利用有限体积方法提出了一种四阶紧致格式。
本文将对一维和二维Helmholtz方程的紧致差分格式进行研究,构造出一种混合型的高精度紧致差分格

式,最后利用数值算例进行验证。
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1一维问题的高阶紧致差分格式

首先,考虑一维变波数Helmholtz方程的Dirichlet边值问题:

uxx+k2(x)u=f(x),x∈[a,b];

u(a)=α,u(b)=β{ 。
(1)

其中,u(x)为待求未知函数,f(x)为非齐次项,k(x)为波函数,α,β为常数,[a,b]为定义域。首先将定义域进行

等距网格剖分,a=x0,x1,x2,…,xN=b,定义步长h=b-aN
。定义如下中心差分算子:

δ2xui=
ui+1-2ui+ui-1

h2
,δxui=

ui+1-ui-1

2h
,

其中ui,ui+1和ui-1分别表示u(x)在xi,xi+1和xi-1点处的函数值。
将ui+1和ui-1在xi 点处进行泰勒级数展开可得:

ui±1=ui±huxi+h
2

2uxxi±h
3

6ux3i+h
4

24ux4i±h5
120ux5i+h6

720ux6i± h7
5040ux7i+O(h8), (2)

将(2)式两边相加可得:ui+1+ui-1=2ui+h2uxxi+h
4

12ux4i+h6
360ux6i+O(h8),

即有

δ2xui=uxxi+h
2

12ux4i+h4
360ux6i+O(h6)。 (3)

将(2)式两边相减可得:ui+1-ui-1=2huxi+h
3

3ux3i+h
5

60ux5i+O(h7),

即有

δxui=uxi+h
2

6ux3i+h4
120ux5i+O(h6)。 (4)

将(4)式中的u用ux 代替得:

δxuxi=uxxi+h
2

6ux4i+h4
120ux6i+O(h6)。 (5)

由(3)式乘以2再减去(5)式可得二阶导数的六阶紧致差分公式:

uxxi=2δ2xui-δxuxi+h4
360ux6i+O(h6), (6)

其中,高阶导数项ux6i采用如下具有二阶精度的差分公式进行离散[14]:

ux6i=240h4 uxxi-δ2xui+h
2

12δ
2
xuæ

è
ç

ö

ø
÷xxi +O(h2)。 (7)

将(6)式代入原方程(1)中,并利用(7)式可得:

2δ2xui-δxuxi+h4
360

240
h4 uxxi-δ2xui+h

2

12δ
2
xuæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúxxi +k2iui=fi+O(h6)。 (8)

代入中心差分算子δ2x 和δx 的定义,略去高阶项O(h6),并整理可得:

4
3h2ui+1+k2i- 83h

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ui+ 43h2ui-1=fi+12h
(uxi+1-uxi-1)-118

(uxxi+1+10uxxi+uxxi-1)。 (9)

(9)式即为求解一维 Helmholtz方程的高精度混合型紧致差分格式,由推导过程可知它的截断误差为

O(h6),即格式具有六阶精度。同时注意到,由于格式中ux 和uxx也是未知的,因此对ux 和uxx采用如下的六阶

差分格式进行计算[14]:

7
16uxi+1+uxi+716uxi-1=1516h

(ui+1-ui-1)+h
16
(uxxi+1-uxxi-1)-18uxxi+1+uxxi-18uxxi-1=

3
h2
(ui+1-2ui+ui-1)-98h

(uxi+1-uxi-1),

对于边界点的离散,采用如下六阶离散格式[15]:
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ux0+5ux1=1h -19760u0-
5
12u1+5u2-

5
3u3+

5
12u4-

1
20u

æ

è
ç

ö

ø
÷5 ,

uxN+5uxN-1=1h
197
60uN+512uN-1-5uN-2+53uN-3-512uN-4+120uN

æ

è
ç

ö

ø
÷-5 ,

uxx0-6uxx1=1h -263ux0-6ux1+3ux
æ

è
ç

ö

ø
÷2 +1h2 -

403
18u0+33u1-

21
2u2-

1
9u

æ

è
ç

ö

ø
÷3 ,

uxxN-6uxxN-1=1h
26
3uxN+6uxN-1-3uxN

æ

è
ç

ö

ø
÷-2 +1h2 -

403
18uN+33uN-1-212uN-2-19uN

æ

è
ç

ö

ø
÷-3 。

2二维问题的高阶紧致差分格式

考虑二维Helmholtz方程的Dirichlet边值问题:

uxx+uyy+k2(x,y)u=f(x,y),(x,y)∈Ω;

u(x,y)=g(x,y),(x,y)∈∂Ω{ 。
(10)

其中,u(x,y)为待求未知函数,f(x,y)为非齐次项,g(x,y)为已知函数,k(x,y)为波函数,Ω=[a,b]×[c,d]为
求解区域,∂Ω 为区域边界。

将计算区域Ω 分别在x 方向和y 方向进行等距网格剖分,x方向剖分为N 等分,即:a=x0,x1,…,xN=b,

定义x方向步长:hx=b-aN
;y方向剖分为M 等分,即:c=y0,y1,…,yM=d,定义y方向步长:hy=d-cM

。定义如

下中心差分算子:

δ2xui,j=
ui+1,j-2ui,j+ui-1,j

h2
x

,δxui,j=
ui+1,j-ui-1,j

2hx
,δ2yui,j=

ui,j+1-2ui,j+ui,j-1

h2y
,δyui,j=

ui,j+1-ui,j-1

2hy
。

其中ui,j,ui+1,j,ui-1,j,ui,j+1和ui,j-1分别表示u(x,y)在(xi,yj),(xi+1,yj),(xi-1,yj),(xi,yj+1)和(xi,yj-1)点
处的函数值。利用与一维情形相类似的推导过程,可以得到二维方程中uxx和uyy在(xi,yj)点的六阶差分公式:

uxxi,j=2δ2xui,j-δxuxi,j+
h4x
360ux6i,j+O(h6x), (11)

uyyi,j=2δ2yui,j-δyuyi,j+
h4y
360uy6i,j+O(h6y)。 (12)

对ux6i,j和uy6i,j采用如下具有二阶精度的差分公式进行离散[14]:

ux6i,j=240h4x uxxi,j-δ2xui,j+
h2x
12δ

2
xuxxi,

æ

è
ç

ö

ø
÷j +O(h2x), (13)

uy6i,j=240h4y
uyyi,j-δ2yui,j+

h2y
12δ

2
yuyyi,

æ

è
ç

ö

ø
÷j +O(h2y)。 (14)

将(11)和(12)式代入二维Helmholtz方程(10)中,并利用(13)和(14)式可得:

2δ2xui,j-δxuxi,j+
h4x
360

240
h4x uxxi,j-δ2xui,j+

h2x
12δ

2
xuxxi,

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúj +2δ2yui,j-δyuyi,j+

h4y
360

240
h4y
(uyyi,j-δ2yui,j+

h2y
12δ

2
yuyyi,j

é

ë
êê

ù

û
úú)+k2i,jui,j=fi,j+O(h6x+h6y)。 (15)

代入一阶和二阶中心差分算子的定义,略去高阶项O(h6x+h6y),并整理可得:

4
3h2x
(ui+1,j+ui-1,j)+ 43h2y

(ui,j+1+ui,j-1)+k2i,j- 83h2x-
8
3h2

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
ui,j=

1
2hx
(uxi+1,j-uxi-1,j)+ 12hy

(uyi,j+1-uyi,j-1)-118
(uxxi+1,j+10uxxi,j+

uxxi-1,j+uyyi,j+1+10uyyi,j+uyyi,j-1)+fi,j。 (16)
(16)式即为求解二维 Helmholtz方程的高精度混合型紧致差分格式,由推导过程可知它的截断误差为

O(h6x+h6y),即格式具有六阶精度。由于格式还涉及到未知函数u的一阶和二阶导数,为此对它本文采用如下六

阶差分格式进行计算[14]:

7
16uxi+1,j+uxi,j+716uxi-1,j= 1516hx

(ui+1,j-ui-1,j)+
hx

16
(uxxi+1,j-uxxi-1,j)-18uxxi+1,j+uxxi,j-18uxxi-1,j=
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3
h2x
(ui+1,j-2ui,j+ui-1,j)- 98hx

(uxi+1,j-uxi-1,j),

7
16uyi,j+1+uyi,j+716uyi,j-1= 1516hy

(ui,j+1-ui,j-1)+
hy

16
(uyyi,j+1-uyyi,j-1)-18uyyi,j+1+uyyi,j-18uyyi,j-1=

3
h2y
(ui,j+1-2ui,j+ui,j-1)- 98hy

(uyi,j+1-uyi,j-1)。

对于边界点的计算,采用如下六阶离散格式[15]:

ux0,j+5ux1,j=1hx
-19760u0,j-

5
12u1,j+5u2,j-

5
3u3,j+

5
12u4,j-

1
20u5,

æ

è
ç

ö

ø
÷j ,

uxN,j+5uxN-1,j=1hx

197
60uN,j+512uN-1,j-5uN-2,j+53uN-3,j-512uN-4,j+120uN-5,

æ

è
ç

ö

ø
÷j uxx0,j-6uxx1,j=

1
hx
-263ux0,j-6ux1,j+3ux2,

æ

è
ç

ö

ø
÷j +1h2x

-40318u0,j+33u1,j-
21
2u2,j-

1
9u3,

æ

è
ç

ö

ø
÷j ,

uxxN,j-6uxxN-1,j=1hx

26
3uxN,j+6uxN-1,j-3uxN-2,

æ

è
ç

ö

ø
÷j +

1
h2x
-40318uN,j+33uN-1,j-212uN-2,j-19uN-3,

æ

è
ç

ö

ø
÷j uyi,0+5uyi,1=1hy

-19760ui,0-512ui,1+5ui,2-53ui,3+512ui,4-120ui,
æ

è
ç

ö

ø
÷5 ,

uyi,M+5uyi,M-1=1hx

197
60ui,M+512ui,M-1-5ui,M-2+53ui,M-3-512ui,M-4+120ui,M

æ

è
ç

ö

ø
÷-5 uyyi,0-6uyyi,1=

1
hy
-263uyi,0-6uyi,1+3uyi,

æ

è
ç

ö

ø
÷2 +1h2y

-40318ui,0+33ui,1-212ui,2-19ui,
æ

è
ç

ö

ø
÷3 uyyi,M-6uyyi,M-1=

1
hy

26
3uyi,M+6uyi,M-1-3uyi,M

æ

è
ç

ö

ø
÷-2 +1h2y

-40318ui,M+33ui,M-1-212ui,M-2-19ui,M
æ

è
ç

ö

ø
÷-3 。

3数值实验

为验证本文格式的精确性和可靠性,考虑以下3个具有精确解的Dirichlet边值问题。
问题1[13]:uxx+k2u=-(4π2-k2)sin(2πx),x∈[0,1](k为常数)。
精确解:u(x)=sin(2πx),

问题2:uxx+k2(x)u=[k2(x)-2]sin(x)cosx-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 -2cos(x)sinx-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,x∈[0,2]。

精确解:u(x)=sin(x)cosx-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

问题3[11]:uxx+uyy+[cos(x)+ey]u=[-13+cos(x)+ey]sin(2x+3y),(x,y)∈[0,1]×[0,1]。
精确解:u(x,y)=sin(2x+3y)。
对以上3个问题的计算利用FORTRAN语言进行编程。对于一维问题,差分格式(9)所形成的线性方程组

为三对角线型的,可采用追赶法进行求解。其中关于ux 和uxx的计算,同样采用追赶法进行计算,即u,ux 和uxx

进行耦合迭代,直到计算收敛。对于二维问题,差分格式(16)所形成的线性方程组的矩阵为带状稀疏型的,本文

采用稳定化的共轭梯度法BICGSTab进行计算,其中关于ux,uy,uxx和uyy的计算,所形成的线性方程组是三对

角线型的,仍然可以采用追赶法进行计算,即u,ux,uy,uxx和uyy进行耦合迭代,直到计算收敛。对于一维和二维

问题,判定迭代过程收敛的准则统一为 u(n+1)-u(n)
∞<ε(ε=10-14)。计算结果分别给出了不同网格步长,波数

k为常系数和变波数时的最大绝对误差E 及收敛阶R,分别定义如下。
对于一维和二维问题的最大绝对误差分别为:

E=max
i

ui-u(xi);E=max
i,j

ui,j-u(xi,yj)。

收敛阶为:R=
lnE1

E2

lnh1h2

,其中,ui,ui,j为数值解,u(xi),u(xi,yj)为精确解。E1 和E2 分别为网格步长为h1 和

h2 时的最大绝对误差。
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表1 问题1中本文格式(9)在波数k取不同值时的最大误差以及收敛阶

Tab.1 Maximumerrorandconvergenceratedifferentkwith
thepresentschemeforProblem1

h
k=1 k=3

E R E R

1/20 1.1283(-5) 1.2130(-5) 

1/40 1.1787(-7) 6.58 1.2229(-7) 6.63

1/80 9.9589(-10) 6.89 1.0156(-9) 6.91

1/160 8.0660(-12) 6.95 9.4720(-12) 6.74

h
k=5×102 k=103

E R E R

1/20 1.3587(-8) 3.3984(-9) 

1/40 5.3813(-10) 5.93 1.3511(-10) 4.65

1/80 1.7870(-11) 4.91 4.8419(-12) 4.80

1/160 1.3092(-12) 3.77 5.0315(-13) 3.27

表2 问题2中本文格式在波数为变波数时的最大误差以及收敛阶

Tab.2 Maximumerrorandconvergenceratewith
variablewavenumberswiththepresentschemeforProblem2

h
k(x)= 2x k(x)=x k(x)= sin(x)

E R E R E R

1/8 5.5627(-4) 2.5406(-4) 1.6101(-4) 

1/16 6.0447(-6) 6.52 2.6494(-6) 6.58 1.6948(-6) 6.57

1/32 4.3769(-8) 7.11 2.0775(-8) 6.99 1.3348(-8) 6.99

1/64 3.0284(-10)7.18 1.4718(-10)7.14 1.0109(-10)7.04

1/128 7.4387(-13)8.67 7.4640(-13)7.62 7.4765(-13)7.08

表3 问题3中在k(x,y)= cos(x)+ey 时的最大绝对误差以及收敛阶

Tab.3 Maximumerrorandconvergenceratewhen

k(x,y)= cos(x)+eyforProblem3

h
RHOC格式[11] 本文格式(18)

E R E R

1/16 8.70(-6) 3.95(-7) 

1/32 1.66(-7) 5.7 3.25(-9) 6.93

1/64 2.82(-9) 5.9 2.63(-11) 6.95

1/128 4.58(-11) 6.0 2.37(-13) 6.79

  表1给出了问题1在不同的空间步

长下,当波数k取不同值时的最大绝对误

差以及收敛阶。由计算结果可以看出,当
波数k的取值较小时格式能够达到六阶

精度,波数k的取值增大时,本文格式精

度随着网格步长的减小而下降,但最低仍

具有三阶以上精度。
表2给出了问题2利用本文格式计

算当波数k 为变波数,分别取k(x)=

2x,x,sin(x)时的最大绝对误差以及

收敛阶,由计算结果可以看出本文格式达

到了六阶以上精度。
表3针对问题3当波数为变波数时

在不同的空间步长下,给出了采用四阶紧

致格式及外推算法RHOC[11]以及本文格

式数值计算结果的最大绝对误差以及收

敛阶的比较。由计算结果可以看出,本文

格式能达到六阶至七阶精度,并且本文格

式的计算误差结果明显优于文献[11]中
方法的计算结果。

4结论

本文针对一维和二维 Helmholtz方

程分别提出了一种六阶混合型紧致差分

格式,格式涉及到未知函数及它的一阶和

二阶导数、边界点的计算,本文均采用六

阶精度的离散格式,因此格式总体上可以

达到六阶精度。为了验证方法的精确性

和可靠性,给出了数值实验。从数值计算

结果可以看出,对于一维问题当波数k较

小时,格式精度达到六阶精度;当波数k
增大时,格式精度有所降低,但仍然能保

持三阶以上精度。对于二维问题采用了

文献中的算例进行计算,并与之进行比

较,发现本文格式结果达到了六阶精度,
并且比文献中的结果更加精确。

本文方法可以直接推广到三维情形,
研究结果将另文报道。
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AHigh-orderCompactDifferenceMethodforSolvingthe
HelmholtzEquationwithVariableWaveNumber

WANGZhi,GEYongbin
(SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:[Purposes]ThenumericalcalculationofHelmholtzequationforlargewavenumberandvariablewavenumberproblemisa
subjectthatneedsfurtherstudy.ThenumericalmethodsofHelmholtzequationhasimportanttheoreticalvalueandpracticalsignifi-
cance.[Methods]WiththehelpoftheideaofcombiningtheTalyorseriesexpansionsandblendedcompactdifference,fortheone-di-
mensionalandtwo-dimensionalHelmholtzequations,asixth-ordercompactdifferencemethodisproposed.Theschemeinvolvesthe
valuesofunknownfunctionsandtheirfirstandsecondderivatives.Inordertoensuretheglobalaccuracyofthepresentscheme,the
sixth-ordercompactdifferenceschemesarealsousedforthecomputationofthefirstandsecondderivatives.[Findings]Thescheme
hasthesixthorderaccuracyinthecaseofsmallwavenumberandvariablewavenumber,anditcanstillkeeptheaccuracyabovethe
thirdorderinthecaseoflargewavenumber.[Conclusions]Numericalexperimentsaregiventoshowtheefficiencyanddependability
ofthepresentscheme.
Keywords:Helmholtzequationwithvariablewavenumber;blendedtype;highaccuracy;compactscheme;finitedifferencemethod
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