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一类VanderPol-Duffing振子的隐藏吸引子
*

聂家升,李庶民

(昆明理工大学 理学院,昆明650500)

摘要:【目的】分析和研究VanderPol-Duffing系统中的隐藏吸引子问题。【方法】根据Routh-Hurwitz判据,运用经典动

力系统 Hopf分支理论,利用谐波线性化方法和分析-数值方法,研究该系统中平衡点的稳定性以及隐藏吸引子的存在性。

【结果】该系统存在隐藏吸引子,并且会出现隐藏吸引子分别与稳定的平衡点、稳定的周期轨、混沌吸引子共存的现象。

【结论】该系统具有更为复杂的动力学行为,包括周期轨、混沌吸引子与隐藏吸引子。
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众所周知,Lorenz吸引子、Rossler吸引子、Chen吸引子与Chua吸引子等都是传统意义下的典型吸引子类

型,但是文献[1-9]却发现了一类不同于这些传统吸引子的另外一种吸引子,即隐藏吸引子。这些吸引子的吸引

域不包含平衡点的邻域,因此无法用传统的算法来寻找出这些隐藏吸引子。特别地,没有平衡点或者只有稳定

平衡点的动力系统[10-12]中的混沌吸引子都是隐藏吸引子,但截止目前对这类问题的研究成果鲜有报道。
在20世纪50至60年代,广为人知的 Markus-Yamabe,Aizerman和Kalman在关于绝对稳定性的研究时,

在具有独特稳定平衡点的自动控制系统中发现了隐藏振动;1961年Gubar[13]在研究Kapranov的工作时利用解

析方法揭示了二维系统中隐藏振动的存在性;2010年,Leonov和Kuznetsov首次在经典的Chua电路中发现了

隐藏混沌吸引子,但是1990年Chua本人在分析Chua电路中吸引子的各种情况时并没有承认在电路中存在隐

藏吸引子;2012年,Leonov等人在光滑的Chua系统中发现了隐藏吸引子,并总结出了一种发现和分析隐藏吸引

子的新数值方法。
这种新数值方法,即分析-数值方法,主要思想是引入一个连续的函数序列{φj(x),j=0,…,m},通过把函数

φ0(x)进行多次迭代和逐步演化,得到周期解xj(t)(xj(t)即为原系统的解),或者在运算到某一步时,不稳定分

支破坏周期解,从而产生隐藏吸引子。本文根据该方法研究非线性VanderPol-Duffing振子模型的隐藏吸引子

问题。

1VanderPol-Duffing振子模型

2008年 Matouk等人[14]研究了一类电路系统
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此系统称为自治的 VanderPol-Duffing振子[15-17],这里c1,c2 是电容,L 是电感,R 是线性电阻,并且α=
(R+Rp)

Rp
,其中Rp 是VanderPol-Duffing电路的并联电阻。
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为了研究系统(1)的定性行为,将变量重新调整为:

x= bRv1,y= bRv2,z= bR3iL,μ=-(1+aR),τ=
t

Rc2
,v=c2c1

,β=
c2R2

L
。

将上述方程转化为无量纲形式:

ẋ=-v(x3-μx-y),

ẏ=x-αy-z,

ż=βy

ì

î

í

ïï

ïï 。
(2)

Matouk等人[14]利用Hopf理论以及数值方法研究了系统(2)的 Hopf分支和混沌行为,他们的研究表明周期轨

和混沌吸引子是由系统(2)中的一个平衡点分支出来的。

2014年Zhao等人[15]研究了一类推广的自治VanderPol-Duffing振子模型:

ẋ=-v(x3-μx-y),

ẏ=kx-αy-hz,
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他们通过选取分支参数来研究系统(3)的Hopf分支,经过数值模拟发现了系统(3)具有更为复杂的动力学行为,
包括周期轨、混沌吸引子与隐藏吸引子。

本文在Leonov和Kuznetsov工作的基础上,根据Leonov改进Chua系统的方法,以及Zhao对隐藏吸引子

的研究,并在Hu[18]对光滑Chua系统的反馈控制问题的基础上进行改动,考虑这样一个新的非线性 Vander
Pol-Duffing振子模型
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ẏ=bx-cy+z,
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其中α,β,a,b,c均为系统参数,且都大于0。系统(4)是系统(2)的特例。本文将α作为分支参数来研究系统(4)
的Hopf分支,并通过分析-数值方法进行模拟,发现系统(4)具有更为复杂的动力学行为,其中包括周期轨和隐

藏吸引子。
本文首先讨论系统(4)的一些基本特性,并研究平衡点的稳定性,其次讨论在平衡点处的 Hopf分支周期轨,

然后根据系统(4)的隐藏吸引子的定位算法对隐藏吸引子进行定位,最后根据数值模拟找到隐藏吸引子。

2基本特性与平衡点

首先,系统(4)在变换(x,y,z)→(-x,-y,-z)下是不变的,即系统(4)关于原点对称。

由于α,β,a,b,c>0,系统(4)有3个平衡点:O(0,0,0),P(a-1,0,-b a-1)与 Q(- a-1,0,

b a-1),其中a>1且P,Q 关于原点对称。
下面来讨论平衡点O,P,Q 的稳定性。

2.1平衡点的稳定性

2.1.1平衡点O 的稳定性 平衡点O 处的特征方程具有如下形式:

λ3+[c-α(a-1)]λ2+[β-αc(a-1)-αb]λ-αβ(a-1)=0。 (5)
记p1=c-α(a-1),q1=β-αc(a-1)-αb,r1=-αβ(a-1),则(5)式可改写为:

λ3+p1λ2+q1λ+r1=0。 (6)
同时,由韦达定理(5)式还可以改写为:

λ3-(λ1+λ2+λ3)λ2+(λ1λ2+λ2λ3+λ1λ3)λ-λ1λ2λ3=0。 (7)
由(5)式和(7)式知λ1λ2λ3=αβ(a-1)>0,则至少有一个正根,根据Routh-Hurwitz判据知,平衡点O 不稳定。

2.1.2平衡点P,Q 的稳定性 由于平衡点P,Q 关于原点对称,故在平衡点P,Q 处有相同的特征方程:

λ3+[c+2α(a-1)]λ2+[β+2αc(a-1)-αb(2-a)]λ+2αβ(a-1)=0。 (8)
记p2=c+2α(a-1),q2=β+2αc(a-1)-αb(2-a),r2=2αβ(a-1),则(8)式可改为:

λ3+p2λ2+q2λ+r2=0。 (9)
由(7)式和(8)式知λ1λ2λ3=-2αβ(a-1)<0,于是方程(9)至少有一个负根,并且λ1+λ2+λ3=-[c+2α(a-1)]<0。
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根据Routh-Hurwitz判据,可以得到如下结论。
引理1 由于α,β,a,b,c均为正的且a>1,则p2,q2,r2 均大于0,由Routh-Hurwitz判据可知,特征方程(8)

的根具有负实部。
由引理1可得如下定理。
定理1 若特征方程(8)的根具有负实部,则系统(4)的平衡点P,Q 渐进稳定。
引理2 若特征方程(8)有一个负实根λ1=-[c+2α(a-1)]和一对共轭纯虚根λ2,3=±iω(ω>0),则系统

(4)出现Hopf分支。

2.2Hopf分支

由于平衡点O 是不稳定的,所以只须讨论平衡点P,Q 处的 Hopf分支周期轨。由于方程(8)至少有一个负

实根,不妨将它设为-[c+2α(a-1)],并且有一对纯虚根±iω(ω>0)。将λ=iω代入(8)式,并分离出实部和虚

部,则:

-ω3i-[c+2α(a-1)]ω2+[β+2αc(a-1)-αb(2-a)]ωi+2αβ(a-1)=0。 (10)
则ω满足:

-[c+2α(a-1)]ω2+2αβ(a-1)=0,

-ω3+[β+2αc(a-1)-αb(2-a)]ω=0{ 。
(11)

将α作为分支参数,则分支临界点αc 满足以下方程:

2(a-1)[2c(a-1)-b(2-a)]α2+c[2c(a-1)-b(2-a)]α+βc=0。 (12)
注意到α>0且a>1,利用韦达定理,则有以下结论成立:

i)若2c(a-1)≥b(2-a),方程(12)无正根;

ii)若2c(a-1)<b(2-a),方程(12)仅有唯一正根:

αc=-c
[2c(a-1)-b(2-a)]- Λ

4(a-1)[2c(a-1)-b(2-a)]
, (13)

其中ω= 2αcβ(a-1)
c+2αc(a-1)

,Λ=c2[2c(a-1)-b(2-a)]2-8(a-1)βc[2c(a-1)-b(2-a)]。

若2c(a-1)<b(2-a)成立,当α=αc 时,方程(8)有一对纯虚根±iω,利用隐函数求导公式由方程(8)可得:

dλ
dα=-

2(a-1)λ2+[2c(a-1)-b(2-a)]λ+2β(a-1)
3λ2+2[c+2α(a-1)]λ+[β+2αc(a-1)-αb(2-a)]

。 (14)

将αc 代入方程(14)并注意到λ(αc)=iω,且由(11)式可得:

d(Reλ(αc))
dα =-2

(a-1)(ω2-β)ω2+[c+2αc(a-1)][2c(a-1)-b(2-a)]ω2
2ω4+2[c+2αc(a-1)]2ω2

。

已知a>1,且由(11)式的第一个方程可得ω2= 2αcβ(a-1)
c+2αc(a-1)<

βc+2αcβ(a-1)
c+2αc(a-1)=β

。易知ω2-β<0,因此若2c(a-

1)<b(2-a),有d
(Reλ(αc))
dα >0。

于是有以下结论。
定理2 若2c(a-1)<b(2-a)且αc 由(13)式所定义,则当α经过临界值αc 时,系统(4)在平衡点P,Q 处出

现Hopf分支。

3隐藏吸引子的定位算法

本节运用文献[2,5-7]中的方法,提出了在系统(4)中定位隐藏吸引子的算法。首先,采用分析-数值方法的

思想来定位隐藏吸引子。
考虑如下动力系统:

dx
dt=Px+ψ

(x), (15)

其中P为n×n常数矩阵,ψ(x)为一个连续的向量函数,且ψ(0)=0。
为了寻找接近谐波振动的周期解,定义矩阵K,使其满足:
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P0=P+K, (16)
有一对纯虚根±iω0(ω0>0),并且其余特征根均有负实部,则系统(15)可改写为

dx
dt=P0x+φ

(x), (17)

其中φ(x)=ψ(x)-Kx。
引入一个连续的函数序列φ0(x),φ1(x),…,φm(x),使得每两个相邻的函数φj 与φj+1都具有轻微的差别,这

里函数φ0(x)的值很小,且φm(x)=φ(x)。基于函数φ0(x)的值很小这一特征,采用谐波线性化方法(即描述函数

法),将系统(17)转化为:

dx
dt=P0x+φ

0(x), (18)

从而确定一个稳定的非平凡周期解x0(t)。对于初始系统(15)吸引子的定位问题,随着j的增加,将对该周期解

进行数值计算。这时将出现两种情形:
情形1:稳定周期解x0(t)上的点位于下面系统的稳定周期解的吸引域上

dx
dt=P0x+φ

j(x), (19)

其中j=1。
情形2:当j=1,系统(18)过渡到系统(19)时,不稳定的分支会破坏周期解。
在第1种情形下,将x0(0)看作初始值,可以运用数值方法找到j=1时系统(19)的稳定周期解x1(t),这里

要保证计算区间[0,T]充分大。然后可以考虑j=2时系统(19)的周期解,将x2(0)=x1(T)作为初始值,并经过

一段充分长的运算时间t后,可以得到周期解x2(t)。
继续以上的运算步骤,将xj(0)=xj-1(T)作为初始值,可以找到j=m 时系统(19)(即原系统(17))的周期解

xj(t)。或者在运行到某一步时出现第2种情形,不稳定的分支破坏周期解。
为了确定初始周期解的初始值x0(0),通过非退化线性变换S,将带有非线性φ0(x)的系统(18)变换为如下

形式:

ẏ1=-ω0y2+εφ1(y1,y2,y3),

ẏ2=ω0y1+εφ2(y1,y2,y3),

y
·
3=Ay3+εφ3(y1,y2,y3

ì

î

í

ï
ï

ïï )。
(20)

这里y1,y2 是标量,y3 是(n-2)维向量;φ1,φ2 是标量函数,φ3 是(n-2)维向量函数;A 是(n-2)×(n-2)常数

矩阵,所有特征值都具有负实部。不失一般性,假设矩阵A存在一个正数s>0,使得:

y*
3 (A+A*)y3≤-2sy3 2,∀y3∈Rn-2。

找到一个a0 由下面描述函数所确定:

Φ(a)=∫
2π
ω0

0
[φ1((cosω0t)a,(sinω0t)a,0)cosω0t+φ2((cosω0t)a,(sinω0t)a,0)sinω0t]dt。 (21)

定理3 如果可以找到一个正数a0 满足Φ(a0)=0,dΦ
(a)
da a=a0≠0。则对于充分小的ε存在周期解x0(t),

其初始值满足x0(0)=S(y1(0),y2(0),y3(0))*,其中y1(0)=a0+O(ε),y2(0)=0,y3(0)=On-2(ε),这里

On-2(ε)是(n-2)维向量,并且On-2(ε)=(O(ε),…,O(ε))T。
下面运用上述思想,给出定位系统(4)的隐藏吸引子的算法。首先将系统(4)改写为一个Lur’e系统:

dx
dt=Px+qψ

(r*x), (22)

其中x∈R3,且P=
α(a-1) α 0
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,ψ(x,y,z)=x2y+x3。

考虑谐波线性化系数k和一个小参数ε,将系统(22)改写为如下形式:

dx
dt=P0x+qεφ

(r*x), (23)
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其中P0=P+kqr*=
α(a-1-k) α 0

b -c 1
0 -β
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è
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,φ(σ)=ψ(σ)-kσ,且满足λP01,2=±iω0,λP03 =-d<0。

运用非退化线性变换x=Sy,将系统(23)转化为如下形式:

dy
dt=Hy+bεφ(u*y), (24)

其中H=
0 -ω0 0
ω0 0 0
0 0 -
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,H=S-1P0S,b=S-1q,u*=r*S。

这里系统(24)的变换函数WH(p)可以表示为WH(p)=
-b1p+b2ω0
p2+ω20

+ h
p+d

。

进一步,由系统(23)与系统(24)的等价性,可得WH(p)=r*(P0-pI)-1q。其中p 为复变量,初始频率ω0
由方程ImWH(iω0)=0所确定,谐波线性化系数k由k=-(ReWH(iω0))-1所确定[2,7]。经过计算可得:k=
-ω20+β-αc(a-1)-αb

αc
,u=ω

2
0-β+αb+c2

c
,h=αβ-αcd+αd

2

ω20+d2
,b1=αβ-αcd-αω

2
0

ω20+d2
,b2=αd(β-ω20)

ω0(ω20+d2)
。

由于系统(24)是由系统(23)经过非退化线性变换x=Sy得到的,因此矩阵S满足以下关系:

H=S-1P0S,b=S-1q,u*=r*S。 (25)

求解上述矩阵可得S=
s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

33

,其中:

s11=1,s12=0,s13=-h,

s21=a-1-k,s22=-ω0α
,s23=h

[d+α(a-1-k)]
α

,

s31=α
[c(a-1-k)-b]-ω20

α
,s32=-ω0

[α(a-1-k)+c]
α

,s33=h
[d+α(a-1-k)](αc-d)+αbh

α
。

对于充分小的ε,可以得到以下初始值:

y(0)=
y1(0)

y2(0)

y3(0

æ

è
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ø
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0
0

。 (26)

该初始值为定位隐藏吸引子算法的第一个步骤的初始值。由(26)式可以得到系统(23)与系统(24)之间的关系

式为:

x(0)=Sy(0)=S
a0æ

è

ç
ç
ç

ö

ø
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0
0
=

a0s11
a0s21
a0s
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31

。 (27)

回到初始系统(4),获得以下用于定义初始数据的公式:

x(0)=a0s11=a0,

y(0)=a0s21=a0(a-1-k),

z(0)=a0s31=a0α
[c(a-1-k)-b]-ω20

α

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

(28)

其中a0 由描述函数所确定,并且满足定理3中的条件。

4数值模拟

本节取a=1.05,b=1.25,c=3.05,β=200,进行数值模拟。

4.1由不稳定的平衡点分支出的吸引子

由上述参数得到系统(4)的3个平衡点分别为:O(0,0,0),P(0.1 5,0,-0.125 5)与Q(-0.1 5,0,
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0.1255)。由第3节的讨论可知平衡点O 是不稳定的。对于平衡点P,Q,它们在临界值αc 处经历 Hopf分支。
经过计算可得当2c(a-1)=0.305<b(2-a)=1.1875时,系统(4)有唯一正根,进一步计算得临界值αc=
69.2766。即当α∈(0,αc)时,平衡点P,Q 都是稳定的,而当α>αc 时,平衡点P,Q 都是不稳定的。并且当α>αc

时,系统(4)具有更复杂的动力学行为。
图1a为系统(4)关于参数α的Lyapunov指数谱图,图1b为系统(4)关于参数α与变量y的分支图。由图1a

可以看出,当α∈[50,69.2766)时,最大Lyapunov指数均小于0,并且由图1b可见平衡点P,Q 在α∈[50,

69.2766)时是稳定的,此时没有周期轨分支出来。
由图1a可以看出,当α∈(69.2766,70)时,最大Lyapunov指数恒为0,说明系统(4)有周期解。并且由图

1b可见当α经过临界点αc=69.2766时,在平衡点P,Q 处分支出周期解。当α∈(70,130]时,最大Lyapunov指

数均大于0,说明随着α的增加系统(4)由倍周期分支变为混沌(见图1b)。

    
   a Lyapunov指数谱                b 关于变量y的分支图

注:初值为(0.001,0,0.001),α∈[50,130],β=200,a=1.05。

图1 系统(4)关于参数α的Lyapunov指数谱与分支图

Fig.1 Lyapunovexponentialspectrumandbifurcationdiagramaboutparameterαofsystem(4)

注 本节中的吸引子都是由不稳定的平衡点分支出来的,因此可以在平衡点的某个邻域内取合适点作为初

始值,通过数值计算就可以找到这些吸引子。

4.2隐藏吸引子

通过在平衡点P,Q 的某个邻域内取任一点作为初始值,通过数值计算就可以找到吸引子,这些吸引子都是

经典的类型。将采用本文第3节中的算法来确定一个初始值,通过数值模拟得到图2的结果,结果表明从这些

初始值出发,得到的轨线不会进入平衡点O 或P,Q,也不会进入由平衡点P,Q 分支出来的吸引子。也就是说这

些初始值不是平衡点P,Q 邻域内不稳定流形上的点,所以由这些初始值出发所得到的吸引子即为隐藏吸引子。

    
  a α=124                      b α=128

注:初始值为(0.001,0,-0.001)(红色),(-0.001,0,0.001)(蓝色);β=200,a=1.05。

图2 系统(4)的隐藏吸引子在(x,y)平面上的投影

Fig.2 Projectionsofhiddenattractorsofsystem(4)ontheplane(x,y)

图2a与图2b分别表示当α=124与α=128时,由上述初始值出发得到的隐藏吸引子在(x,y)平面上的投

影。并且由图1a可以看出当α=124与α=128时,出现了混沌行为。
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a α=65                       b α=90

  
c α=124                       d α=128

注:初始值为(0.001,0,-0.001)(红色),(-0.001,0,0.001)(蓝色)。

图3 系统(4)在β=200,a=1.05时的相图

Fig.3 Phasegraphsofsystem(4)withβ=200,a=1.05

图3a~d表示当α取不同值时,隐藏吸引子展现出的各种情形。图3a表示当α=65时,平衡点P,Q 稳定并

且隐藏吸引子围绕着平衡点P,Q;图3b表示当α=90时,平衡点P,Q 不稳定,并且隐藏吸引子围绕着由平衡点

P,Q 分别分支出的周期轨;图3c~d表示当α=124,128时,不稳定的平衡点P,Q 周围出现混沌吸引子,并且隐

藏吸引子围绕着这些混沌吸引子。
根据上述的数值结果,并通过数值模拟,可以发现并找到隐藏吸引子。

5结论

本文研究了一类VanderPol-Duffing振子模型的隐藏吸引子,并利用分析-数值方法对系统中存在的隐藏

吸引子进行定位。根据Lyapunov指数谱与分支图,可以看出系统中不稳定的平衡点导致了周期振动和混沌振

动行为的出现。数值结果表明,该系统中存在隐藏吸引子。
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HiddenAttractorsofaClassofVanderPol-DuffingOscillator

NIEJiasheng,LIShumin
(CollegeofScience,KunmingUniversityofScienceandTechnology,Kunming650500,China)

Abstract:[Purposes]InordertoanalyzeandstudytheproblemofhiddenattractorsinVanderPol-Duffingsystem,somenewre-
searchresultsareobtained.[Methods]AccordingtotheRouth-Hurwitzcriterion,usingtheHopfbifurcationtheoryoftheclassical
dynamicsystem,theharmoniclinearizationmethodandtheanalytical-numericalmethodareusedtostudythestabilityoftheequilib-
riumpointsandtheexistenceofhiddenattractorsinthesystem.[Findings]Therearehiddenattractorsinthesystem,andthereare

phenomenainwhichhiddenattractorscoexistwithstableequilibriumpoints,stableperiodicorbits,andchaoticattractors.[Conclu-
sions]Itisconcludedthatthesystemhasmorecomplexdynamicbehaviors,includingperiodicorbits,chaoticattractorsandhidden
attractors.
Keywords:hiddenattractors;Hopfbifurcation;analytical-numericalmethods;dynamicsystem
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