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有关切比雪夫多项式的几个组合恒等式
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摘! 要：利用母函数的方法，研究了第一类和第二类切比雪夫多项式，得到了切比雪夫多项式之间的有趣恒等式。
并利用切比雪夫多项式和 D5E,.’??5数、F-?’;数的内在联系，得到了 D5E,.’??5 数和 F-?’; 数之间的一些有趣的恒等
式。
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*! 引言与引理
著名的第一类和第二类切比雪夫多项式 U)（*）

和 8)（*）定义
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由文献［"］知第一类和第二类切比雪夫多项式
U)（*）和 8)（*）与著名的 D5E,.’??5 数列和 F-?’; 数
列有非常密切的关系，即有下面的引理。

引理! 设 U)（ *）和 8)（ *）为第一、二类切比雪
夫多项式，则有
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而 D5E,.’??5数列和 F-?’;数列由下面的二次线
性递推公式给出。

D) W " X D) W * W D)，)$#；F) W " X F) W * W F)，)$#。
其中 D# X #，D* X *；F# X "，F* X *。
切比雪夫多项式和 D5E,.’??5 数、F-?’; 数有许
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并由此得到了关于 !"#$%&’’" 数、()’&* 数的一系列
有趣的恒等式。

本文用母函数方法研究了 +!（"）和 ,!（"）之间
的关系，得到了 +!（"）和 ,!（ "）之间一些有趣的恒
等式；并利用 +!（"），,!（"）和 !"#$%&’’"数、()’&*数
之间的关系得到了 !"#$%&’’" 数、()’&* 数之间的恒
等关系式，即有下列的结论。

-. 定理推论及证明
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推论 /. 设 !是大于或等于零的整数，!! 为 !"9
#$%&’’"数，(! 为 ()’&*数，则有

/）"
!

# 0 1
2#

!!# 4 /!! 4 / 3 # 0
/
:（-

!(! 4 - 4 -）

-）"
!

# 01
2#

!!-（# 4/）!-（! 4/ 3 #）0
/
:（-

!(-（! 4-）3- ;8!）

8）"
!

# 0 1
2#

!!8（# 4 /）!8（! 4 / 3 #）0
/
:（-

!(8（! 4 -）4 -
-! 4 /）

证明. 由引理知有 ,!
"( )- 0 "!!! 4 /，+!

"( )- 0

"!
- (!，在定理 / 取 " 0 "

- 时，即有

"
!

# 0 1
2#

!!# 4 /!! 4 / 3 # 0
/
:（-

!’! 4 - 4 -）

从而证明了结论 /）。注意到
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定理 -. 设 +!（"）为第一类切比雪夫多项式，!
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类似于证明推论 / 的方法由引理和定理 - 即可
得推论 -。
定理 8. 设 +!（"）和 ,!（"）分别为第一、二类切

比雪夫多项式，!是大于或等于零的整数，则有
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推论 0. 设 $是大于或等于零的整数，1$ 为 123
4567882数，9$ 为 9:87;数，则有
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类似于证明推论 % 的方法由引理和定理 0 立即

可得推论 0。
综上所述，本文建立了第一、二类切比雪夫多项

式 ,$（ "）和 *$（ "）之间几个有趣的两次恒等式关
系，并由第一、二类切比雪夫多项式和 124567882 数
1$ 和 9:87;数 9$ 的关系式，得到了有关 9:87; 数和
124567882数之间的系列有趣的两次恒等式，如函数
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的高次积，可得到高次的恒等式关系。
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