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一类基于二部图的（!，"）#A#覆盖图的研究
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摘! 要：一个图 $ 称为（!，"）#A#覆盖图，如果 $ 的任何三条边都属于它的一个（!，"）#因子。本文得到了如下结论：

B）当 !"" 时一个二部图是（!，"）#A#覆盖图的一个充分必要条件；"）当时 "（%）E "（&）时一个二部图是 "#A#覆盖图的

一个充分必要条件。
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! ! 本文所考虑的图均为有限无向简单图，未说明的术语和符号见文献［B］。设 $ 是一个图，分别用 3（$）

和 4（$）表示图 $ 的顶点集和边集，用 5$（.）表示顶点 . 在 $ 中的次数。设 !，" 分别是定义在 3（$）上的两

个整数值函数，若对每个 .#3（$）有 !（.）""（.），则图 $ 的一个（!，"）#因子是 $ 的一个支撑子图 1，使得对

每个 .#3（$）有 !（.）"51（.）""（.）。若对任意 .#3（$）有 !（.）""（.）（! P "），以下简记为 !""（! P "）。

设任意 6，7$3（$），$［6］表示 $ 的由 6 导出的子图，记 $ Q 6 E $［3（$）R6］。若 4B$4（$），用 $ Q 4B 表示

从 $ 中去掉 4B 中的全部边所得到的图。且有

4$（6，7）E｛.8#4（$）S .#6，8#7｝

2$（6，7）E S4$（6，7）S
为方便，对任意函数 "，记 "（6）E%.#6 "（.），并且令 "（!）E #。记

"$（6，7；!，"）E "（6）Q !（7）T 5$（7）Q 2$（6，7）

U*-V5,(，U’-V8+9*( 曾得到下面的结果。

引理 B［"］! 设 $ E（%，&）是一个二部图，! 和 " 分别是定义在 3（$）上的两个整数值函数，使对每个 .#
3（$）有 !（.）""（.），则 $ 有一个（!，"）#因子当且仅当对任意 6$% 和 7$& 有

"$（6，7；!，"）&# 且 "$（7，6；!9，"9）&#
刘桂真教授［A］引进了（!，"）#覆盖图的概念，即过图 $ 的任意一条边都有 $ 的一个（!，"）#因子，则称图

$ 是一个（!，"）#覆盖图，并且给出了一个图是（!，"）#覆盖图的充要条件，又给出了一个图有一个（!，"）#因
子含有一条指定边的充要条件［D］。黄光鑫［$，%］推广了这一概念如下，如果过图 $ 的任意 : 条边都有 $ 的一
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个（!，"）#因子，则称 $ 是一个（!，"）#%#覆盖图（% ! "，#），并且分别得到了当 ! $ " 时一个图是（!，"）#"#覆盖

图和（!，"）###覆盖图的充分必要条件。若’&#’（$）有 "（&）! !（&），则称一个（!，"）###覆盖图 $ 是一个 "#
##覆盖图。当 !"" 时，寻找图 $ 是一个（!，"）###覆盖图的充要条件是一个相当困难的问题。本文得到了如

下结果，%）当 !"" 时一个二部图是（!，"）###覆盖图的一个充分必要条件；"）当 "（(）! "（)）时一个二部图是

"###覆盖图的一个充分必要条件及其简单判别准则。

%& 主要结果及证明

定理 %& 设 $ !（(，)）是一个二部图，! 和 " 分别是定义在 ’（$）上的两个整数值函数且 !""，则 $ 是一

个（!，"）###覆盖图当且仅当对任意 *$(，+$) 有

!$（*，+；!，"）! "（*）’ !（+）( ,$（+）’ -$（*，+）&"（*，+） （%）

且

!$（+，*；!，"）! "（+）’ !（*）( ,$（*）’ -$（+，*）&"（+，*） （"）

其中，"（*，+）定义如下，若 ,$ ’ +（*）&#，则 "（*，+）! #；若 ,$ ’ +（*）! "，则 "（*，+）! "；若 ,$ ’ +（*）! %，则

"（*，+）! %；否则 "（*，+）! )。

证明& 设 -. ! /.0.，. ! %，"，# 为图 $ 的任意三条边，记 $1 ! $ ’｛-%，-"，-#｝。定义 ’（$）上的函数 "1，!1，使

"1（&）!
"（&）’ 2（&），& ! /.，0.，. ! %，"，#

"（&），{ 否则

!1（&）!
!（&）’ 2（&），& ! /.，0.，. ! %，"，#

!（&），{ 否则

其中，2（&）表示顶点 & 与 -%、-"、-# 相关联的次数。

易见，$ 是一个（!，"）###覆盖图等价于对 $ 的任意三条边 -%、-"、-#，$ 有一个（!，"）#因子含 -%、-"、-#，也

等价于 $1有一个（!1，"1）#因子。根据引理 %，只要证明对任意 *$( 和 +$) 有

!$1（*，+；!1，"1）! "1（*）’ !1（+）( ,$1（+）’ -$1（*，+）&) （#）

且

!$1（+，*；!1，"1）! "1（+）’ !1（*）( ,$1（*）’ -$1（+，*）&) （*）

由 -.（ . ! %，"，#）的任意性，（#）、（*）式成立，当且仅当对任意 *$( 和 +$) 有下列两式成立

+,-
-.#3（$），. ! %，"，#

!$1（*，+；!1，"1）&) （.）

+,-
-.#3（$），. ! %，"，#

!$1（+，*；!1，"1）&) （/）

注意到以下事实

,$1（+）’ !1（+）! ,$（+）’ !（+） （0）

,$1（*）’ !1（*）! ,$（*）’ !（*） （1）

由 "（*，+）的定义及（0）、（1）式可知

"（*，+）! +23
-.#3（$），. !%，"，#

｛,$ ’+（*）’,$1’+（*）｝! +23
-.#3（$），. !%，"，#

｛［,$（*）’ -$（*，+）］’［,$1（*）’ -$1（*，+）］｝!

+23
-.#3（$），. !%，"，#

｛［"（*）’ "1（*）］’［-$（*，+）’ -$1（*，+）］｝! +23
-.#3（$），. !%，"，#

｛［"（*）’ -$（*，+）］’［"1（*）’ -$1（*，+）］｝!

+23
-.#3（$），. !%，"，#

｛［"（*）’!（+）(,$（+）’ -$（*，+）］’［"1（*）’!1（+）(,$1（+）’ -$1（*，+）］｝!

+23
-.#3（$），. !%，"，#

｛!$（*，+；!，"）’ !$1（*，+；!1，"1）｝! !$（*，+；!，"）’ +,-
-.#3（$），. !%，"，#

!$1（*，+；!1，"1）

从而

+,3
-.#3（$），. ! %，"，#

｛!$1（*，+；!1，"1）! !$（*，+；!，"）#"（*，+）

同理可证

+,3
-.#3（$），. ! %，"，#

｛!$1（+，*；!1，"1）! !$（+，*；!，"）#"（*，+）

故当且仅当（%）、（"）式成立时，（.）、（/）式成立。 证毕
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定理 !" 设 ! #（"，#）是一个二部图，$ 是定义在 %（!）上的非负整数值函数且 $（"）# $（#），则 ! 是一个

$&$&覆盖图的充要条件是对任意 ’$" 和 ($# 有

!!（’，(；)，$）# $（’）&)（(）% *!（(）& +!（’，(）&"（’，(） （’）

其中，"（’，(）的定义与定理 ( 中 "（’，(）的定义相同。

证明" 对任意 ’$"，($#，据定理 (，! 是 $&$&覆盖图当且仅当（’）式成立且

!!（(，’；)，$）&"（(，’） （()）

现只需证明（’）式蕴涵（()）式即可。

事实上，当 ) # $ 且 $（"）# $（#）时

!!（" *’，# *(；$，$）# $（" *’）& $（# *(）% *!（# *(）& +!（" *’，# *(）#
（ $（"）& $（’））&（ $（#）& $（(））% *!（# *(）&（*!（# *(）& *! & (（’））#

（ $（"）& $（#））&（ $（(）& $（’））% *! & (（’）# $（(）& $（’）% *!（’）& +!（(，’）# !!（(，’；$，$）
由 *! & # *(（" *’）# *! & ’（(）及 "（(，’）定义可知

"（" *’，# *(）# "（(，’）

据（’）式，有

!!（(，’；$，$）# !!（" *’，# *(；$，$）&"（" *’，# *(）# "（(，’）

于是（’）式隐含（()）式。 证毕

下面给出定理 ! 的另一种或许更实用的形式。

$" 小结

本文得到了当 )"$ 时一个二部图 ! #（"，#）是（)，$）&$&覆盖图的充要条件，同时给出了当 $（"）# $（#）

时一个二部图 ! #（"，#）是（)，$）&$&覆盖图的一个充分必要条件及其简单判别准则。现提出如下问题，它

的解决有助于 +,-./01 猜想［2］的进一步解决。

问题" 对一般的图 !，) 和 $ 分别是定义在 %（!）上的两个整数值函数，使对每个 ,#%（!）有 )（,）"
$（,），寻找图 ! 是（)，$）&$&覆盖图的条件。
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