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基于遗传算法的最小一乘回归新算法
!

张 春 涛
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摘! 要：最小一乘在稳健性上比最小二乘好，使得最小一乘在工程中得到广泛的应用，但求解最小一乘的算法并不

理想；本文根据最小一乘的性质，把最小一乘问题变为组合优化问题。将遗传算法用在最小一乘模型的求解上，在

后面的仿真实验中得到了较好的效果。
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! ! 在近代关于数理统计的稳健性研究中发现，基

于最小二乘估计的回归分析有时并不理想，尤其是

当所收集到的样本数据较少并且其中含有个别异常

值（或大误差点）时，异常点有较大的偏差，其平方

之值相对更大，为了压低平方和，就不能不“ 将就”

这些点，因而虚增加了残差大的数据对回归线施加

的影响，从而异常点会把回归线拉得离它更近一些，

导致回归线“ 失真”较大［C］。因此，产生了以“ 残差

绝对值和最小”为准则的最小一乘回归方法。

在误差不服从正态分布（ 比如，计量经济中误

差有时服从尾部占更大比重的分布）的问题中，最

小一乘估计的统计性能优于最小二乘估计［C］，其具

有不可替代的优越性；另外，最小一乘准则的稳健性

比最小二乘准则的稳健性好，而且其受异常点的影

响较小一点，所以将误差绝对值之和最小作为目标

也被广泛地应用到工程实践中。

由于最小一乘回归属于不可微问题，与最小二

乘相比，具有较大的难度。在给出的样本点（ 即原

始数据）的条件下，快速正确地获得稳健的最小一

乘回归模型的方法不多。目前，在已有的文献中主

要有松弛算法、目标规划法和搜索算法［" S A］，而这些

算法都有各自的缺点，特别是当初始数据点较多时，

用上述方法来求解较困难。因而快速正确地获得最

小一乘回归模型的算法十分必要。根据最小一乘法

确定的直线必过样本点的特征，把最小一乘法转化

为从初始样本点集中选出几个样本点的组合优化问

题。而近年来发展起来的非数值优化算法—遗传算

法，在解决组合优化问题方面表现出良好的性能。

遗传算法（LD ，L8(8:3= D-1*+3:05）是一种更为

宏观意义下的仿生算法，它模仿的机制是一切生命

与智能的产生与进化过程，激励好的结构，在迭代过

程中保持已有结构的同时，寻找更好的结构。它具
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有智能性搜索、并行式计算、全局优化和计算复杂度

与问题规模无多大直接关系等优点，没有传统的建

立在梯度计算基础上优化算法的缺点，特别适合于

求解目标函数的多极值点问题和大规模组合优化问

题。

!" 最小一乘回归模型

!# !" 最小一乘回归模型的建立

假设样 本 数 据 为（ !!，"! ）、（ !$，"$ ）、⋯、（ !#，

"#），其中 "#"!
!，!$ %（!!$，!$$，⋯，!%$）"!

% 是 % 维

行向量。现将由这些数据拟合一条曲线

" % &（!）" " ! 是 % 维行向量 （!）

当用最小二乘准则时，建立的模型为

&’(’$ %#
#

$ % !
（"$ ) &（ (!$））$ %#

#

$ % !
)$$ （$）

式中 )$ 为实际值 "$ 与拟合值 &（ (!$）的残差（ $ %
!，$，⋯，#），’$ 为残差平方和。

当用最小一乘准则时，建立的模型为

&’(’! %#
#

$ % !
（"$ ) &（ (!$）） %#

#

$ % !
)$ （*）

式中 ’! 为残差绝对值之和。

假定拟合的曲线（!）是线性的，即 " % * + !+,。

式中，* 和 + 为待定参数，, 表示向量的转置，其中 *
"!!，+ %（+!，+$，⋯，+%）为 % 维的行向量。

用最小二乘准则可建立如下线性回归模型

&’(’$ %#
#

, % !
（", ) * )#

%

$ % !
+$!$,）

$ （-）

用最小一乘准则建立的线性回归模型为

&’(’! %#
#

, % !
", ) * )#

%

$ % !
+$!$, （.）

由于（.）式是不可微优化问题，当 #（ 初始数据

点数）较大时，用通常的优化算法基本无能为力。

假定拟合的曲线（!）是非线性的，即建立非线

性回归模型，根据文献［.］可将其线性化，所以下面只

讨论线性回归模型。

!- $" 最小一乘线性回归模型的性质

定理 !" 设有 # 个样本点（!$，"$）（ $ % !，$，⋯，

#），则由最小一乘准则确定的直线 " % * + !+ 经过其

两个样本点。

定理 $" 设有 #（# / %）个样本点（!!$，!$$，⋯，

!%$，"$ ），则由最小一乘准则确定的直线 " % +!!! +
+$!$ + ⋯ + +%!% + * 经过其 % + ! 个样本点。

定理 *［0］" 设有 #（# / %）个样本点（ !!$，!$$，
⋯，!%$，"$），则由最小一乘准则确定的直线 " % +!!!
+ +$!$ + ⋯ + +%!% 经过其 % 个样本点。

由上述定理可知，只需应用枚举法从 # 个样本

点中任意选择 % + ! 个样本点确定一条直线，并从

中选择误差绝对值之和最小的即为相应的估计参

数。由该定理得到的参数估计值是最小一乘准则下

的理论值，它不存在初值的选择（ 即对初值无依赖

性）、参数估计的稳定性等问题，这是与松驰算法、

目标规划法和搜索算法求解最小一乘问题的本质区

别。但当样本点 # 较大时，用枚举法显然不太现实，

因此用遗传算法的群体搜索技术来确定从 # 个样本

点中选择 % + ! 个样本确定的一条直线，且该直线

的误差绝对值之和最小。

$" 遗传算法

12 是基于自然选择和自然遗传这种生物进化

机制的搜索算法，把优化问题的解的搜索空间映射

为遗传空间，把每一可能的解编码为一个称为染色

体的二进制串（也有其它编码方法），染色体的每一

位称为基因。每个染色体（ 对应一个个体）代表一

个解，一定数量的个体组成群体。12 首先随机地产

生一些个体组成初始群体（ 即问题的一群候选解），

按预先根据目标函数确定的适应度函数计算各个体

对问题环境的适应度，再根据个体适应度对个体对

应的染色体进行选择，抑制适应度低的染色体，弘扬

适应度高的染色体，进行交叉、变异等遗传操作产生

进化了的一代群体。如此反复操作，一代一代不断

向更优解方向进化，最后得到满足某种收敛条件的

最适应问题环境的群体，从而获得问题的最优解。

*" 12 应用于最小一乘回归模型

假设样 本 数 据 为（ !!，"! ）、（ !$，"$ ）、⋯、（ !#，

"#），其中 "#"!
!，!$ %（!!$，!$$，⋯，!%$）"!

% 是 % 维

行向量。现将由这些数据拟合一条曲线：" % +!!! +
+$!$ + ⋯ + +%!% + *。根据最小一乘线性回归模型的

性质（定理 !，定理 $，定理 *），关键是找出 # 个样本

点中的 % 个点，用这 % 个点来确定一条直线，然后

用这条直线来确定其残差绝对值之和，再根据遗传

算法的实现步骤，得到如下的算法。

*- !" 算法描述

（!）编码。样本数据点编号分别为 .!，.$，⋯，

.#。采用 3 ) ! 编码方法，.$"｛3，!｝（ $ % !，$，⋯，

#），当 .$ % ! 时表示编号为 .$ 的数据点被选中，反

之，.$ % 3 表示编号为 .$ 的数据点没被选中。根据

定理 $，得到合法个体的标准为#
#

$ % !
.$ % % + !，即每个

个体中只有 % + ! 个数据点被选出。

（$）初始群体的确定。设群体规模 / % !33，初
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始群体中的个体用随机的方法产生，但要满足合法

个体的标准。

（!）确定适应值函数 !（"）。根据个体选出的

# " # 个点确定出 $#，$$，⋯，$# 和 % 的值，即确定了

一条直线。把该直线与其他数据点的残差绝对值之

和作为该个体的适应度。

（%）选择算子。采用比例选择算子。即个体在

下一代群体中的个数由该个体的适应值在种群总的

适应值中的比例来决定。

（&）交叉算子。采用两点交叉算子，要判断个

体的合法性。交叉概率 #& 为 ’’ ( ) #& ) ’’ *&。

（+）变异算子。根据编码的特点，采用循环移

位变异算子。变异概率 #( 为 ’’ ’’# ) #( ) ’’ #。

（(）终止条件。取最大迭代次数 ) ) #’’ 或残

差绝对值之和充分小。

!’ $, 仿真实验

例 #, 对文献［(］的例题数据用遗传算法拟合成

直线 * - %" " $，与原方法（迭代法）进行比较见表 #。

表 #, 遗传算法与迭代法的比较

遗传算法

% $ # +,

’’ $*( $*( #*’ ’$( ’$( %’’ !(. !(.

迭代法

% $ # +,

’’ !&( # $’ *!* & %$’ $.& $’&

从上表可以看出使用遗传算法的精度比使用迭

代法的精度要高，是因为用遗传算法解出的是理论

值，只是在最后一步才有舍入误差；迭代法的舍入误

差从算法开始就产生，自然精度较差。说明用遗传

算法求解最小一乘是可行的。

例 $, 对 $’’% 高教社杯全国大学生数学建模

竞赛 - 题的第一小题的数据用最小一乘拟合成 . -
/0 " - 的形式，得出结果如下：

*# - ’/ ’(* !.%"# " ’/ ’!* +!*"$ " ’/ ’&# #+%"! " ’/ ##( .#*"%
0 ’/ ’$( .(!"& " ’/ ##( .*%"+ " ’/ #$& $&&"( 0 ’/ ’’! ((".
" ##$/ +&! .

*$ - 0 ’/ ’&+ ’.$"# " ’/ #$! &$#"$ 0 ’/ ’’# &!#"! "
’/ ’!# +*#"% " ’/ ’.& +%&"& 0 ’/ ##% *’#"+ 0
’/ ’#+ &(#"( " ’/ ’*( &&’". " #!$/ &%% +*&

*! - 0 ’/ ’+. !#’"# " ’/ ’(’ ’&."$ 0 ’/ #&& +!("! 0
’/ ’’* +%+"% " ’/ #$+ +&*"& " ’/ ’’% &$*"+ 0
’/ ’’& .%."( 0 ’/ $’’ ’++". 0 ##’/ $+$ *.+

*% - 0 ’/ ’!& !!+"# 0 ’/ #’& (*!"$ " ’/ $’% ’%%"! 0

’/ ’$! &+%"% 0 ’/ ’#% ’*!"& " ’/ ’’! &*#"+ "
’/ #%* #!("( " ’/ ’(! *#+". " (./ ((& +*.

*& - 0 ’/ ’’# #.&"# " ’/ $!+ (!+"$ 0 ’/ ’++ #+#"! 0 ’/ ’%! $"%
0 ’/ ’+( +%."& " ’/ ’++ %$("+ " ’"( 0 ’/ ’#’ (.$". "
#!%/ (.. %%’

*+ - ’/ $!& $!!"# 0 ’/ ’+( $*!"$ 0 ’/ ’(* &.("! " ’/ ’.* $’&"%
" ’/ ’%% !%#"& 0 ’/ ’’& *.&"+ " ’/ #($ *+&"( 0
’/ ’’$ +*+". " #$$/ *.% !+!

其中 . 表示 + 条线路的有功潮流值，0 表示 .
台发电机组的出力。算出各条线路绝对误差和分别

为：#/ #** (&#，’/ .#. $’.，’/ .** +++，’/ .%+ .##，

#/ ’.$ !%&，#/ #!$ &’(。

最后用松驰算法算出各条线路绝对误差和分别

为：#/ $’’ !.&，’/ *!’ ’$$，#/ ’%! $+&，’/ **. !$#，

#/ #** !.$，#/ !%& .++。

由此可见使用遗传算法得出了较理想的结果。

%, 结束语

本文提出了求解最小一乘的新方法———遗传算

法法，克服了最小一乘求解难的问题，并在后面的两

个数值实验中验证了该方法的有效性和可操作性，

可以预见，最小一乘将同最小二乘一样在工程中得

到广泛的应用。
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