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摘! 要：给出了闭区间［!，"］上为凸函数的 #（$）的一个定积分的有界性质，并应用该性质对一类特殊的均值不等式

进行了证明。
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B! 凸函数的概念［B］

定义 B! 设 #（$）在［!，"］上连续，若对于［!，"］

中任意两点 $B，$" 有 #
$B Q $"( )" "

#（$B）Q（$"）

" ，则称

#（$）在［ !，"］上 是 向 上 凸 的，或 上 凸 函 数；若 有

#
$B Q $"( )" #

#（$B）Q（$"）

" ，则称 #（$）在［!，"］上是向

下凸的，或下凸函数。

定义 "! 设 #（$）在［!，"］上连续，若对于［!，"］

中任意两点 $B，$" 及实数 !（# R . R B），有 #（ .$B Q
（B S .）$"）".#（$B）Q（B S .）#（$" ），则称 #（$）在［!，

"］上是向上凸的；若有

#（ .$B Q（B S .）$"）#.#（$B）Q（B S .）#（$"）

则称 #（$）是下凸的。

定理 B［"］! 设 #（$）在（!，"）内存在二阶导数，则

B）#（$）在（!，"）内上凸的充要条件是 #/（$）##；

"）#（$）在（!，"）内下凸的充要条件是 #/（$）"#。

"! 凸函数的一个积分性质

定理 "! 设 #（$）在［!，"］上连续，在（!，"）内存

在二阶导数，B）若 #/（$）##，即 #（$）是［!，"］上的

上凸函数，则

（" S!）
#（!）Q #（"）

" #$
"

!
#（$）?$## ! Q"( )" （" S!）（B）

"）若 #/（$）"#，即 #（$）是［!，"］上的下凸函数，

则

（" S!）# ! Q"( )" #$
"

!
#（$）?$##（!）Q #（"）

" （" S!）（"）

证明! B）先证左边不等式，作变换 . T（" S $）0
（" S !）（##.#B），按定义 " 有

$
"

!
#（$）?$ T（" S !）$

B

#
#［ .! Q（B S .）"］?."

（" S !）$
B

#
#［ .! Q（B S .）#（"）］?. T

（" S !）
#（!）Q #（"）

"

再证右边不等式，若 $% !，
! Q "[ ]" ，$ 关于

! Q "
" 的对

称点是 ! Q " S $，于是

$
"

!
#（$）?$ T $

!1"
"

!
［ #（$）Q #（! Q " S $）］?.#
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$ ! " #( )! $% %

（# # !）$ ! " #( )!
所以（&）式得证。

!）当函数下凸时，同理可证（!）式。其左边不

等式为

$
#

!
$（%）$% % $

!"#
!

!
［ $（%）" $（! " # # %）］$%"

$
!"#
!

!
!$ % " ! " # # %( )! $% %

! $
!"#
!

!
$ ! " #( )! $% %（# # !）$ ! " #( )!

其右边不等式为

$
#

!
$（%）$% %（# # !）$

&

’
$［ &! "（& # &）#］$&#

（# # !）$
&

’
$［ &! "（& # &）$（#）］$& %

（# # !）
$（!）" $（#）

!
所以（!）式得证。 证毕

() 凸函数的积分界值性质的应用

应用定理 ! 可证得一些特殊均值的不等式，为

便于应用，把（&）、（!）式改写成

$（!）" $（#）
! # &

# # ! $
#

!
$（%）$%#$ ! " #( )!

$ ! " #( )! # &
# # ! $

#

!
$（%）$%#$（!）" $（#）

!
例 &) 若 % * ’，’ * ’，则

!
% # & " ’ # &#!%’#

% # ’
+,% # +,’#

% " ’
! （(）

证明) 令 $（%）% -%，则 $(（%）% -% * ’，其中 %%
（ # .，" .），对任意的 !，# 有

-
! " #
! #（# # !）# &$

#

!
-%$%#-! " -#

!

即 -
! " #
! #-# # -!

# # ! #
-! " -#

!

令 -# % %，-! % ’，则有!%’#
% # ’

+,% # +,’#
% " ’
! ，

记 )（%，’）%
% # ’

+,% # +,’，) %&’

%，) % %{ ’
称 )（%，’）为对数均值，由（(）式得

!%’#)（%，’）#% " ’
!

此不等式说明两个正数的几何平均值与算术平均值

之间可插入对数均值。

又因为 !%’ %
!%’

! !%’
" !%’

% " ’ %
!

% # & " ’ # &

所以有
!

% # & " ’ # &#!%’#
% # ’

+,% # +,’#
% " ’
! 。 证毕

例 !) ! * ’，# * ’，*%! " 且 *&&，则有以下均

值关系

) )

! " #( )!
*

# &
* " &（!* " !* # &# " !* # !#! " ⋯

" !* # !#! " !#* # & " #*）#!* " #*

!

（/）

证明) 设 $（%）% %*，%%（’，" . ），*%! " ，且 *
&&，有 $(（%）% *（* # &）%* # ! * ’，%%（’，" .），所以

对任意正数 !、#，由定理 ! 有

! " #( )!
*

# &
（# # !）$

#

!
%*$% !* " #*

!

即
! " #( )!

*

# &
（# # !）

#* # !*

* " & #
!* " #*

!
所以（/）式得证。特别地当 * % ! 时有

) ) )

（!! " !!# " #!）
/ #

（!! " !# " #!）
( #（!! " #!）

!

（0）

当且仅当 ! % # 时，（/）、（0）式取等号。 证毕

例 () 设 $（%）为［’，&］上连续的下凸函数 $（’）

* $（&），对充分大的 *，有以下不等式成立

&
* ’

*

+ % &
$ +( )* 1 $

&

’
$（%）$% 1 &

* ’
* # &

+ % ’
$ +( )* （2）

证明) 因 $（%）是［’，&］上的下凸函数，由定理 !
对(%&，%!%［’，&］，设 %& 1 %!，有

（%! # %&）$
%& " %!( )! # $

%!

%&
$（%）$%#

（%! # %&）
$（%&）" $（%!）

!

对区间［’，&］* 等分，
+ # &
* ，

+[ ]* ，+ % &，!，(，⋯，*

有 $
&
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$（%）$% %’
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+ % &$
+
*
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&
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&
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* # &
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&
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* ’
* # &
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* # &
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$ +( )* （3）

如果对区间［’，&］进行 !* 等分，则
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$ $ !

!
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其中 !#% "，
!
%[ ]# ，"#%

%# ’ !
%# ，[ ]! 。

只需证明
［ !（!#）& !（"#）］

% ( !（!）即可，由 !（"）的连

续性，当 !#)"，"#)!（#))）时，有

*+,
#) & )

!
%［ !（!#）& !（"#）］$

!
%［ !（"）& !（!）］( !（!）$ !( )#

#
知存在 !，当 # (! 时，有

!
%［ !（!#）& !（"#）］( !（!）$ !( )#

#

即

$
!

"
!（"）#" ( !

# ’
#

$ $ !
! $( )# （-）

由（.）、（-）式知（/）式成立。 证毕
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