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单调化与极大熵相结合解非单调规划问题
!

朱 国 会

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 A###AB）

摘! 要：对约束函数单调而目标函数非单调的规划问题，给出了目标函数的一种新的单调化变换公式。先引入极大

熵函数，将多个约束的非线性规划问题，转化为只含一个约束的规划问题。再将转化后的只有一个约束的规划问题

转化为一个单调规划问题，并证明了其等价性。
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! ! 现实生活中，许多社会科学与自然科学中的问

题可归结为求一个全局优化问题的全局最优解。而

多个局部最优解的存在，使得全局优化问题成为了

具有挑战性的一个课题。对于一般的全局最优化问

题，目前还没有很好的办法来求其全局最优解。而

对于一些特殊的具有较好结构的全局优化问题，如

凹极小问题，反凸规划问题，Q) /) 规划问题和单调

规划等，已经有一些较好的算法可以求得其全局极

小点［D R B］等。在文献［S R D#］中已经对一些严格单

调函数给出了凸、凹化变换公式，进而可以把一些

严格单调规划问题转化为一个等价的凹极小问题或

反凸规划问题或 Q) /) 规划问题。文献［S］也对只

有一个线性约束的非单调目标函数给出了一个单调

化变换公式，文献［D#］对多个线性约束的非单调目

标函数给出了另一种单调化变换公式，但文献［D#］

没有给出其等价性证明。本文对约束函数单调而目

标函数非单调的一些规划问题给出了非单调目标函

数的一种新的单调化方法。先通过引入极大熵函

数，将多个约束的非线性规划问题，转化为只含一个

约束的可微规划问题，再给出转换后的只有一个约

束的规划问题的一种新的单调化变换，利用所给出

的单调化变换公式可将转化后的只有一个约束的规

划问题转化为一个等价的单调规划问题，进而可以

再把转化后的单调规划问题转化为结构比较好的凹

极小问题，或反凸规划问题或标准 Q) /) 规划问题。

利用已有关于这些结构比较好的规划问题的求全局

极小点方法，可以求得原问题的近似全局极小点。

D! 问题

考察下述非线性规划问题（T）
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这里 ’：!#$! 连续可微，()：!
#$!，) ! #，⋯，*，连

续可微且具有一定的单调性。

&’ 极大熵函数的引入

极大熵方法是近几年发展起来的求解一类非线

性规划问题的一种有效方法。

极大熵函数的构造［##，#&］如下。

令 +（!）! ()*
#")"*

｛()（!）｝，易证下述引理成立。

引理 #’ 问题（+）与下面的问题（+#）等价

(,- ’（!）

./ 0/ +（!）"$，!#"

令%(,（!）! #
, 1-&

*

) ! #
2,()（ -），则有如下引理。

引理 & ’ 当 ,$ 3 4 时，%(,（ !）一 致 收 敛 于

+（!）［##，#&］。

由引理 & 可知，当 , 充分大时，问题（+）的一个

近似全局最优解即为规划问题（+&）

(,- ’（!）

./ 0/ %(,（!）"$，!#"
的全局最优解。

5’ 非单调规划的单调化方法

这部分将给出非单调规划问题目标函数的一个

单调化变换公式。由于规划问题（+&）的全局最优

解一定是问题（+）的一个近似全局最优解，只需考

虑规划问题（+&）。令 - !｛!#" "%(,（!）"$｝，引进

松弛变量 !# 3 #，令 ’(,（!）!%(,（!）3 !# 3 # 6 $# 3 #，令 .#

!｛（!#，⋯，!#，!# 3 #）#%" "’(,（!）! $｝。这里，$# 3 # 7 $
是一个给定的常数。取一个正数 &# 3 #，使得 &# 3 #(
$# 3 # 6 (,-!#"%(,（!），并令

%" ! !#!# 3 # $%"!%"&%，% ! #，⋯，#{ }3 #
则问题（+&）等价于问题（+&/）

(,- ’（!）

./ 0/ ’(,（!）! $，!#%"
令 .& ! !#%" ’(,（!）({ }$
考察问题（+&/）的下述变换（+5）

(,- 0’（!）! 1-（# 3 ’（!））3 1,（ !( ,（!））

./ 0/（!#，!&，⋯，!# 3 #）#.&

易证变换后的目标函数 0’（!）在 .& 上严格单调增。

不防设 ’（!）7 $，则有如下定理。

定理 #’ 假设 ’（!）连续可微，()（!）是连续可微

且满足下述条件：存在一个正数 !$ 7 $，使得
!()（!）

!!2

(!$，)!#"，)2#｛#，⋯，#｝则存在 ,# 7 $，当 , 7
,# 时，0’（!）在 .& 上严格单调增。

证明’ #）当 2*# 3 # 时，
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!!2
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*
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!!2

（对任意的 2 ! #，⋯，#）。令 "# % $，使得

"#" (,-
#"2"#

(,-
!#"

!’（!）

!!2
，!# ! (,-

!#"
’（!），（!# 7 $）

对给定的正数 !& 7 $，令+,# !
!&（# 3 !#）6 "#

（# 3 !#）!$
时，则当

, 7+,# 时，对任意的 !#.&，有

!0’（!）

!!2
( #

# 3 !#
"# 3 ,!$(!&

&）当 2 ! # 3 # 时，
!0’（!）

!!2
! ,2,（’(,（!））(,，对任意

!#.&，对给定的正数 !& 7 $，令 ,/# ! !&，则当 , 7 ,/#

时
!0’（!）

!!2
(!&。

取 ,# ! ()*｛+,#，,/#｝，则当 , 7 ,# 时，对任意的 !

#.&，对任意的 2#｛#，⋯，# 3 #｝，有
!0’（!）

!!2
(!&。

所以，0’（!）在 .& 上是严格单调增的。 证毕

8’ 等价性证明

这部分将证明在一定条件下，当 , 充分大时，规

划问题（+&/）与（+5）等价，有如下的结论。

定理 &’ 如果定理 # 的假设成立，且问题（+&/）
有可行解，则一定存在一个正数 ,$，使得当 , 7 ,$

时，!!是规划问题（+&/）的全局极小点，当且仅当

!!是规划问题（+5）的全局极小点。即规划问题

（+&/）与 规 划 问 题（ +5 ）等 价，也 即 3（ +&/）!
3（+5），这里的 3（+&/）和 3（+5）分别表示是规划

问题（+&/）和（+5）的全局极小点集合。

证明’ 令

.& !｛!#%" "’(,（!）($｝

.# !｛!#%" "’(,（!）! $｝

由定理 # 知，一 定 存 在 ,$ 7 $，当 , 7 ,$ 时，

0’（!）在 .&上严格单调增。如果问题（+&/）有可行

解，即 .# 不是空集。下面将证明规划问题（+&/）与

规划问题（+5）等价。如果 !!是问题（+&/）的全局
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极小点，’!"（#!）! "，并且 $%（#!）"$%（#），对)##
&#。假设 #!不是问题（$%）的全局极小点，设 ’!是

问题（$%）的全局极小点，则有

’!"（’!）& " （#）

因为 !(（#）是连续的，%!"（#）一致收敛于 )（#），所以

函数’!"（#）连续，则一定存在一个正数 ! & "，有使

得对任意的 ##%*，且 ’ #+ ( ’+
! ’ ) !，+ ! #，*，⋯，, +

#，有’!"（#）& "，这里

# !（##，⋯，#,，#, + #），’! !（’!# ，⋯，’, + #
!）

如果对所有的 +，都有 ’+
! ! -+，则有 ’+

!"#+
!，+

! #，*，⋯，, + #，由于 ’!"（#）在 %* 上严格单增的，则

一定有’!"（’!）"’!"（#!）! "。这与（#）式矛盾。所

以，一定存在一个 +"（#"+"", + #），使得 ’+"
! & -+"。

令 !" ! ,-.｛! . *，’+"
! ( -+"｝

/! !（’!# ，⋯，’+" ( #
!，’+0

! ( !"，’+" + #
!，⋯，’, + #

!）

则 /!#%* 且’!"（/!）& "，所以，/!#&* 且

$%（/!）"$%（’!） （*）

另一方面，因为 $%（ #）是 &* 上的严格单增函

数，且 /! ) ’!，则有

$%（/!）) $%（’!）

这与（*）式矛盾。所以，当 " & "" 时，（$*1）的全局极

小点一定是（$%）的全局极小点。

相反，如 果 #!" 是（ $%）的 全 局 极 小 点，且

’!"（#"
!）! "，显然 #!" 是（$*1）的全局极小点。故规

划问题（$*1）与（$%）等价。

由文献［#*］中的引理 * 知，规划问题（$*）的全

局最优解一定是问题（$）的一个近似全局最优解，

而规划问题（$*）与（$*1）等价，（$*1）与（$%）等价。

所以当 " 充分大时，（$%）的最优解一定是问题（$）

的一个近似全局最优解。再将问题（$%）转化为结

构比较好的凹极小问题，利用已有的关于这些结构

比较好的规划问题的求全局极小点的方法，可以求

得原问题的近似全局极小点。
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