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直线电荷与带电导体圆柱电场和电力线簇研究
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摘! 要：对直线电荷与无限长带电导体圆柱系统电势函数，及电力线函数进行了统一的描述，采用电象法与计算技

术工具软件 C,:085,:3=, $) # 相结合，严格地求出了电势函数和电力线函数，作出了相应的相互正交的等势线簇图形

和电力线簇图形，并且进行了必要的讨论。
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! ! 无限长圆柱导体电势分布具有轴对称性，即在

任何与 圆 柱 同 心 的 柱 面 上 各 点 的 电 势 大 小 均 相

等［E］；并且三维静电场可以简化为二维平面场边值

问题［" S A］；利用电象法可以等效的求出源点电荷在

导体球 面 上 的 感 应 电 荷 对 空 间 电 场 和 电 势 的 贡

献［$ S B］。对于直线电荷与无限长带电圆柱导体系统

而言，本文采用电象法先求解二维平面场空间的电

势分布所满足的泊松方程，然后利用复变函数中解

析函数的实部和虚部互为共轭调和函数的关系［T］求

出电力线函数，再利用隐函数作图法与计算技术工

具软件 C,:085,:3=, $) # 相结合［H］，作出了相应的相

互正交的等势线簇图形和电力线簇图形，并且进行

了必要的讨论。

E! 直线电荷与无限长带电导体圆柱系

统电势求解

设一无限长直线电荷与无限长带电圆柱导体的

轴线平行，设圆柱导体半径为 2#，其轴线与直线电

荷的距离为 %，带电圆柱导体电势为 3#，直线电荷

的线电荷密度为 !。又设坐标原点建立在圆柱导体

的轴线上，且坐标 4 轴与圆柱的轴线重合，则空间电

势的分布与 4 坐标无关，上述三维静电场问题可简

化为二维平面场问题，采用平面电象法的示意图如

图 E 所示，其中坐标 5 轴与线段 6, 及延长线重合。

考虑到镜象电荷对电势的贡献，圆柱导体外部

的空间电势满足如下泊松方程
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! ’ 在圆柱表面上 # !% （!）

上述定解问题可采用极坐标求解，并作函数变换

!& # ! $ !% （(）

则 !&满足 !& ’ 在圆柱表面上 # % （)）

二维空间源电荷 ’ 产生的电势可表示为

!&& # $ !
!""%

*+(’ " )& （,）

(’ 示由源点 ’ 指向场点的矢量模，)& 为任意常数。

可以证明（,）式中的 !&& 满足泊松方程

!!!&
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二维空间镜象电荷 * 产生的电势可表示为

!&! # !
!""%

*+(* " )! （-）

(* 表示由镜象电荷点 * 指向场点的矢量的模，)! 为

任意常数。

同样可以证明（-）式中的 !&! 满足泊松方程

!!!&
!"! " !

!!&
!#! # !

"%
#（" $ %）#（#）

采用电象法以后，圆柱导体表面的感应电荷产生的

电势与场强完全可由镜象电荷 * 产生的电势与场

强等价表示。

由迭加原理，!&& 和 !&! 在圆柱外部空间任意场

点的电势可表示为

!& # !&& " !&! # $ !
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*+(’ " !
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*+(* " *+)

由于边界条件（)）式的限制，上式中的常数 ) 只能

取确定的值。

如图 & 所示并根据（)）式，!&在圆柱导体表面任

意点 + 须满足
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这一要求可通过",*+#",+’ 而得到满足。故有
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. . 于是，!&在空间 ( 处的电势表示式为
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再根据（(）式，即可求得源电荷 ’ 与导体表面

感应电荷在圆柱外部空间产生的电势分布函数。

. !（ (）# !% $ !
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由于（4）式既满足静电场中的泊松方程（&），又满足

静电平衡的边界条件（!），根据唯一性原理［&%］，电势

分布函数 !（ (）具有唯一性。

!. 等势线的描绘

在（4）中令. . !（"，#）# )（常数） （&%）

（&%）式称为等势线簇函数，即本文所求的无限长直

线电荷，与无限长带电圆柱导体之间复连通区域的

等势线簇函数，或者称为等势线方程。该方程实为

隐函数，本文采用 56789:67;16 ,< % 绘图函数库中的

=:>*;1;7?*27 命令绘制二维的隐函数图形［4］，以及可

视化 技 术［&&］。选 择 相 关 参 数：$ # &,@ %:，-% #

,@ %:，!% # &@ %A，
!

!""%
# &@ %A，等势线常数 ) 分别

等于 %@ &%，%@ -%，&@ &，&@ )，!@ %，!@ )，(@ %，(@ ,，)@ %，

,@ %，-@ %，/@ %，0@ %，4@ %，!%@ %A，由（4）、（&%）式，即可

作出 &, 条相应的等势线，如图 ! 虚线曲线簇所示，

其中) # !% # %@ &%A所对应的图形确为带电圆柱（等

势体）的圆截面，用淡灰色粗实线表示。

(. 电力线函数的求解及与等势线簇正

交的电力线曲线簇的描绘

根据解析函数的实部函数与虚部函数对应的曲

线簇在空间处处正交的性质，很容易由 ! 作为解析

函数的实部，通过构造一个解析函数而求出其虚

部，也即得到 ! 的共轭调和函数，此即电势函数 !
相应的电力线函数。它所表示的曲线簇与 ! 曲线簇

在空间处处正交。
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设复变函数 ! ! !（ "）! # " #$
令（$）式表示的电势函数 # 作为（$）式的实部，则

（$）式称为静电场问题的复位势函数［%］，其中的 $
即为相应的电力线函数。

在
"

&!#’
! (% ’ 的条件下，利用柯西—黎曼方程

术［(&］及其等价运算，可求得该静电场问题的电力线

函数主值
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（((）式即为所求的电力线函数。

在（((）式中令/ / $（&，’）! *(（常数） （(&）

（(&）式即为相应的电力线曲线簇函数。

利用等势线描绘中的相关常数，并且令电力线

函数 分 别 等 于 $ ! ’0 (1，’0 &(，’0 2’，’0 3’，’0 %1，

(0 4，(0 $，&0 4，&0 1，&0 5，&0 $2，40 ’，即可作出 (& 条相

应的电力线曲线，如图 & 中实线簇所示。图 & 完整

地描绘出了无限长直线电荷与无限长带电圆柱导体

系统周围空间的静电场图形。

2/ 讨论

(）从上述求解过程可以看出，对于无限长直

线电荷与无限长带电圆柱导体系统，采用电象法求

解周围空间的电势分布非常简洁，基本上只须进行

初等数学运算，就求出了用初等函数表示的精确解。

与采用分离变量法及格林函数法求解泊松方程（(）

式及（&）式相比较，计算的复杂性与计算量均大大

减少。对（$）式的 # 进行梯度运算：# ! .$#，还可

求出电场强度，且场强 + 的精确解也是初等函数。

&）由（$）式不难推出等势线簇方程
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其中常数 *’ 与导体圆柱对应的电势 #’，以及（$）式

表示的 * 有如下关系

*’ ! 678
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"
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可以看出（(4）式表示圆心沿 & 轴平行移动的

圆簇曲线（圆，直线）。

4）由（((）式不难推出电力线簇方程

& .
(& " )&

’

&[ ](

&

" ’ .
(& . )&

’

&[ ](-

&

!

(& " )&
’

&( )(

&

"
(& . )&

’

&( )(-

& （(1）

其中常数 - 与（$）式表示的 * 有如下关系

- ! ,)-*(

可以看出（(1）式表示圆簇曲线，圆簇的圆心的 & 坐

标不变，’ 坐标随 - 的不同取值而变化，说明该圆

簇曲线的圆心沿 ’ 轴平行移动，同时说明（(1）式表

示的电力线簇的确与（(2）式表示的等势线簇正交。

根据以上分析，作者对无限长直线电荷与无限

长带电导体圆柱系统电势以及等势线和电力线有进

一步的认识和了解。
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