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摘!要!作者构造了一类不可微规划问题的一阶和二阶对偶模型#其目标函数含有紧凸集的支撑函数项$利用N.7=O
+,4/最优性必要条件#在适当条件下建立了这两类一阶和二阶对偶模型的弱和逆对偶性定理$
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!!在文献%C&里"T,/A考虑了下面一类不可微数学规划问题

!TR$!97/797O’!/!0$[!0I10$
C
"

<)=)!2!0$"#
其中0#:’"/和2是分别从:’到:和:)的二次可微函数"1是一个’\’半正定!对称$矩阵’
许多作者对不可微规划问题!TR$给出了最优性条件和对偶定理以及各种推广’近年"T0/50<0.70/在

文献%C&里"第一个提出了非线性二阶对偶模型"T,/A%*&在(二阶凸性)条件下"证明了二阶对偶定理’后
来"T,/A和L’7.%J&给出了一类新的二阶对偶模型’最近"]40/5和 T,/A%$&对不可微规划问题!TR$提出了
一般的一阶和二阶对偶模型并在较弱的条件下建立了弱*强和逆对偶定理’

T,/A和&?4’?4=’.在文献%M&里研究了目标函数包含支撑函数的不可微规划问题的对称对偶性’在这
篇文章里"基于T,/A和&?4’?4=’.%M&的思想以及 ]40/5和 T,/A%$&的工作"考虑下面更一般的不可微规划问
题’

!R$!T7/!/!0$[3!0̂4$
<)=)!2!0$"#

其中"/和2是分别从:’到:和:)的二次可微函数"4是:’上的一个紧凸集’3!0̂4$表示4的支撑函数
在0的值"其中支撑函数定义为3!0̂4$_+0I5̂5#4,’
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本文构造了这类不可微规划问题的一阶和二阶对偶模型并在弱凸性条件下建立了它们的弱和逆对偶性

定理’

C!一阶对偶性
在这部分"将构造!R$的一个一阶对偶模型!‘SC$"并在广义!6"!$(凸性假设条件下"建立弱和逆对偶

性结果’
!‘SC$!T0Y!/!7$a$&#8#9&2&!7$[7

I5
<)=)!%/!7$[5[%!9I2!7$$_# !C$
$
&#8"
9&2&!7$&#""_C*"*-*:

5#4
9"#

其中7"5#:’"9#:)"8"’;_+C"""-"),""_#*C*"*-*:"满足(
:

"_#
8"_;"且若")#"则8"*8#_$’

下面的广义!6"!$(凸性由杨在文献%K&中定义’
定义C!一个泛函6b<\<\:’+:称为是次线性的"如果对任意0"7#<"有

6!0"7#=C[="$&6!0"7#=C$[6!0"7#="$",=C"="#:
’

6!0"7#"=$_"6!0"7#=$","#:"""#"=#:’

设6是一个次线性泛函"函数$b<+:在7#<处是可微的"!#:"且>!.".$b<\<+:’
定义"!函数$称为在7是!6"!$(拟凸的"如果

$!0$&$!7$-6!0"7#%$!7$$&a!>"!0"7$",0#<
定义*!函数$称为在7是!6"!$(伪凸的"如果

6!0"7#%$!7$$"a!>"!0"7$-$!0$"$!7$",0#<
定理C!弱对偶性$!设0是!R$的可行解且!7"9"5$是!‘SC$的可行解’如果对所有可行解!0"7"9"

5$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5是!6"!#$(伪凸"a$&#8"

9&2&!.$""_C*"*-*:"是!6"!"$(拟凸"且

$:
"_C!"[!#"#"则

/!0$[3!0̂4$"/!7$a$
&#8#
9&2&!7$[7

I5

证明!由于0是!R$的可行解"且!7"9"5$是!‘SC$的可行解"有
$
&#8"
9&2&!0$"#"$&#8"

9&2&!7$""_C*"*-*:

由于,"_C*"*-*:"a$&#8#9&2&!.$是!6"!"$(拟凸的"得

6!0"7#a%$
&#8"
9&2&!7$$&a!">

"!0"7$""_C*"*-*: !"$

另一方面"从!C$式和6的次线性"有

6%0"7#%/!7$a$
&#8#
%9&2&!7$[5&[$

:

"_C
6%0"7#a%$

&#8"
9&2&!7$&"6%0"7#%/!7$[5a%9

I2!7$&_#!*$

结合!"$*!*$式以及$:
"_C!"[!#"#"得

6%0"7#%/!7$a$
&#8#
%9&2&!7$[5&"$

:

"_C
!">

"!0"7$"a!#>
"!0"7$

从/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5的!6"!#$(伪凸性"意味着

/!0$a$
&#8#
9&2&!0$[0

I5"/!7$a$
&#8#
9&2&!7$[7

I5

由9"#"2!0$"#和0I5&3!0̂4$"得
/!0$[3!0̂4$"/!7$a$

&#8#
9&2&!7$[7

I5 证毕

定理"!逆对偶性$!设!0!"9!"5!$是!‘SC$的最优解"在!0!"9!"5!$点
C$矩阵%"/!0!$a%"9!I2!0!$是正定或负定#
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"$向量+%$&#8"
9!&2&!0!$""_C*"*-*:,是线性无关’

如果对所有可行解!0"7"9"5$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5是!6"!$(伪凸"且对所有"_C*"*-*:"

a$&#8"
9&2&!.$是!6"!$(拟凸"则0!是!R$的最优解’

证明!由于!0!"9!"5!$是!‘SC$的最优解"从广义 N.7=O+,4/必要条件"存在 %##:"?#:
’"%"#:""

_C*"*-*:"##:"&#:)"使得

!!%#+a%/!0!$[$&#8#
%9!&2&!0!$,[?

I+%"/!0!$a%"9!I2!0!$,[$
:

"_C
%"+%$&#8"

9!&2&!0!$,_# !J$

%#2&!0!$a?
I2&!0!$a&&_#"&#8# !$$

%"2&!0
!$a?I%2&!0!$a&&_#"&#8"""_C*"*-*: !M$

%#0! a?_###4!5!$ !K$

%"$&#8"
9!&2&!0!$_#""_C*"*-*: !Q$

&I9! _# !%$
!%#"%C"%""-"%:"#"&$"#
!%#"%C"%""-"%:"#"&"?$)# !C#$

对"_C*"*-*:"用9!&"&#8"乘!M$式"利用!Q$式"有

%"9
!
&2&!0!$a?

I%9!&2&!0!$_#"&#8"""_C*"*-*:
因此 %"$&#8"

9!&2&!0!$a?
I$
&#8"
%9!&2&!0!$_#""_C*"*-*:

从!Q$式"有
?I$
&#8"
%9!&2&!0!$_#""_C*"*-*: !CC$

在!J$式中用!C$式"得

$
:

"_C
!%"a%#$%$&#8"

9!&2&!0!$[?
I%%"/!0!$a%"9I2!0!$&_# !C"$

用?乘!C"$式并利用!CC$式"有
?I%%"/!0!$a%"9!I2!0!$&?_#

由假设%"/!0!$a%"9!I2!0!$在!0!"9!"5!$点是正定或负定"得?_#’
于是"!C"$式意味着

$
:

"_C
!%"a%#$%$&#8"

9!&2&!0!$_# !C*$

由于向量+%$&#8"
9!&2&!0!$""_C*"*-*:,是线性无关"!C*$式意味着

%"_%#""_C*"*-*: !CJ$
如果%#_#"则从!CJ$式"有%"_#""_C*"*-*:"从!$$*!M$式和?_#"有&_#且从!K$式有#_#"即

!%#"%C"%""-"%:"#"&"?$_#
上式与!C#$式矛盾’因此"%#c#’于是%"c#""_C*"*-*:’从!$$*!M$式得

%#2&!0!$a&&_#"&#8# !C$$

%"2&!0
!$a&&_#"&#8"""_C*"*-*:

从&"#和%"c#""_#*C*"*-*:"有2!0
!$"#’因此"0!是!R$的可行解且!R$和!‘SC$对应目标值相等’

对&#8#"用9!& 乘!C$$式并利用!%$式"有

%#9!&2&!0!$_#"&#8#
由于%#c#"得

9!&2&!0!$_#"&#8# !CM$
也由于?_#"%#c#和!K$式"有0!##4!5!$"因此

3!0! 4̂$_0!I5! !CK$
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于是"从!CM$*!CK$式"有
/!0!$[3!0! 4̂$_/!0!$a$

&#8#
9!&2&!0!$[7!

I5!

如果对所有可行解!0"7"9"5$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5是!6"!$(伪凸"且对所有"_C*"*-*:"

a$&#8"
9&2&!.$是!6"!$(拟凸"则从定理C"0!是!R$的最优解’ 证毕

"!二阶对偶性
在这个部分"将提出不可微规划问题!R$的一个一般二阶对偶模型"这个模型是 ]40/5和 T,/A在文献

%$&中引入的二阶对偶模型的一个扩充’

!‘S"$!T0Y!/!7$a$&#8#9&2&!7$[7
I5aC"@

I%%"/!7$a%"$&#8#9&2&!7$&@

<)=)!%/!7$[5[%!9I2!7$$[%"/!7$@a%"9I2!7$@_#
!CQ$

$
&#8"
9&2&!7$a

C
"@

I%"$
&#8"
9&2&!7$@&#""_C*"*-*:

5#4"!!9"#"

其中7"5"@#:’"9#:)"8"’;_+C"""-"),""_#*C*"*-*:"满足(
:

"_#
8"_;"且若")#"则8"*8#_$’

在给出弱和逆对偶性定理前"先引入下面二阶!6"!$(凸性定义’
设6是一个次线性泛函"函数$b<+:在7#<处是可微"!#:"且>!.".$b<\<+:’
定义J!函数$称为在7处是二阶!6"!$(拟凸"如果对任意@#:’"

$!0$&$!7$aC"@
I%"$!7$@-6!0"7#%$!7$[%"$!7$$&a!>"!0"7$",0#<

定义$!函数$称为在7处是二阶!6"!$(伪凸的"如果对任意@#:’

6!0"7#%$!7$[%"$!7$$"a!>"!0"7$-$!0$"$!7$aC"@
I%"$!7$@",0#<

定理*!弱对偶性$!设0是!R$的可行解且!7"9"5"!$是!‘S"$的可行解’如果"对任意可行解!0"7"
9"5"@$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$

I5是二阶!6"!#$(伪凸且 a$&#8"
9&2&!.$""_C*"*-*:"是二阶!6"

!"$(拟凸"又$
:
"_C!"[!#"#"则0

!是!R$的最优解’
证明!由于0是!R$的可行解且!7"9"5$是!‘SC$的可行解"有

$
&#8"
9&2&!0$"#"$&#8"

9&2&!7$a
C
"@

I%"$
&#8"
9&2&!7$@""_C*"*-*:

由于,"_C*"*-*:"a$&#8"
9&2&!.$是!6"!"$(拟凸的"得

6!0"7#a%$
&#8"
9&2&!7$a%

"$
&#8"
9&2&!7$$&a!">

"!0"7$""_C*"*-*: !C%$

另一方面"从!CQ$式和6的次线性"有
6%0"7#%/!7$[%"/!7$@[5a$

&#8#
%9&2&!7$a$&#8"

%"9&2&!7$@&[

$
:

"_C
6%0"7#a%$

&#8"
9&2&!7$a%

"$
&#8"
9&2&!7$@&"

6%0"7#%/!7$[%"/!7$@[5a%9I2!7$a%"9I2!7$@&_#

!"#$

结合!C%$*!"#$式以及$:
"_C!"[!#"#"有

6%0"7#%/!7$[%"/!7$@[5a$
&#8#
%9&2&!7$a$&#8#

%"9&2&!7$@&"$
:

"_C
!">

"!0"7$"a!#>
"!0"7$

/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5的二阶!6"!#$(伪凸性意味着

/!0$a$
&#8#
9&2&!0$[0

I5"/!7$a$
&#8#
9&2&!7$[7

I5aC"@
I%"%/!7$a$

&#8#
9&2&!7$[7

I5&@

从9"#"2!0$"#和0I5&3!0̂4$"可得
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/!0$[3!0̂4$"/!7$a$
&#8#
9&2&!7$[7

I5aC"@
I%%"/!7$a%"$

&#8#
9&2&!7$&@ 证毕

定理J!逆对偶性$!设!0!"9!"5!"@!$是!‘S"$的最优解且在这点满足下列条件
C$对任意"_C*"*-*:"有
!!0$’\’矩阵%"$&#8"

9!&2&!0!$是正定且@!
I%$&#8"

9!&2&!0!$"##
!!V$’\’矩阵%"$&#8"

9!&2&!0!$是负定且@!
I%$&#8"

9!&2&!0!$&##
"$向量+%%"/!0!$a%"$&#8#9

!
&2&!0!$&A"%%

"$&#8"
9!&2&!0!$&A""_C*"*-*:"A_C*"*-*’,是线性

无关"其中%%"/!0!$a%"$&#8#9
!
&2&!0!$&A是%%

"/!0!$a%"$&#8#9
!
&2&!0!$&的第A行"%%

"$&#8"
9!&2&!0!$&A

是%%"$&#8"
9!&2&!0!$&的第A行’

*$向量+%$&#8"
9!&2&!0!$""_C*"*-*:,是线性无关’

如果对所有可行解!0"7"9"5"@$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5是二级!6"!#$(伪凸"且a$&#8"

9&2&!.$
!"_C*"*-*:$是二阶!6"!"$(拟凸"又$

:
"_C!"[!#"#"则0

!是!R$的一个最优解’
证明!由!0!"9!"5!"@!$是!‘S"$的一个最优解"根据广义N.7=O+,4/必要条件"存在%##:"?#:

’"%"
#:""_C*"*-*:"##:"&#:)"使得

%#+a%/!0!$[$&#8#
%9!&2&!0!$a5! [

C
"@

!I%%%"/!0!$a%"$
&#8#
9!&2&!0!$@!&,[

?I+%"/!0!$a%"9!I2!0!$[%%%"/!0!$@! a%"9!I2!0!$@!&,[ !"C$

$
:

"_C
%"+%$&#8"

9!&2&!0!$a
C
"@

!I%%%"$
&#8"
9!&2&!0!$@!&,_#

%#+2&!0!$a
C
"@

!I%"2&!0!$@!,a?
I+2&!0!$[%

"2&!0!$@!,a&&_#"&#8# !""$

%"+2&!0
!$aC"@

!I%"2&!0!$@!,a?
I+%2&!0!$[%

"2&!0!$@!,a&&_#"&#8"""_C*"*-*:!"*$

%#0! a?_###4!5!$ !"J$

!%#@! [?$
I+%"/!0!$a%"$

&#8#
9!&2&!0!$,a$

:

"_C
!%"@

! [?$I+%"$
&#8"
9!&2&!0!$,_# !"$$

%"+$&#8"
9!&2&!0!$a

C
"@

!I%"$
&#8"
9!&2&!0!$@!,_#""_C*"*-*: !"M$

&I9! _# !"K$
!%#"%C"%""-"%:"#"&$"#
!%#"%C"%""-"%:"#"&"?$)# !"Q$

由条件"$"!"$$式意味着
%"@

! [?_#!"_#*C*"*-*: !"%$
对任意&#8"""_C*"*-*:"用9

!
& 乘!"*$式"则由!"M$式"有

%"+9
!
&2&!0!$a

C
"@

!I%"9!&2&!0!$@!,a?
I+%9!&2&!0!$[%

"9!&2&!0!$@!,_#"&#8"""_C*"*-*:

因此

%"+$&#8"
9!&2&!0!$a

C
"@

!I$
&#8"
%"9!&2&!0!$@!,a?

I+$
&#8"
%9!&2&!0!$[$&#8"

%"9!&2&!0!$@!,_#""_C*"*-*:

从!"M$式"有
?I+$

&#8"
%9!&2&!0!$[$&#8"

%"9!&2&!0!$@!,_#""_C*"*-*: !*#$

在!"C$式中"用!CQ$式"得
!%"@

! [?$I+%"/!0!$a%"$
&#8#
9!&2&!0!$[%%%

"/!0!$a%"$
&#8#
9!&2&!0!$&@!,a

$
:

"_C
!%"@

! [?$I+%"%$
&#8"
9!&2&!0!$[%%%

"$
&#8"
9!&2&!0!$&@!,a%#+% $&#;d8#

9!&2&!0!$[
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%"$
&#;d8#
9!&2&!0!$@!,a

C
"%#@

!I+%%%"/!0!$a%"$
&#8#
9!&2&!0!$&@!,[

$
:

"_C
%"+%$&#8"

9!&2&!0!$[%
"%$
&#8"
9!&2&!0!$&@!,[$

:

"_C

C
"%"@

!I+%%%"$
&#8"
9!&2&!0!$&@!,_#

从!"%$式"有

$
:

"_C
!%"a%#$+%$&#8"

9!&2&!0!$[%
"$
&#8"
9!&2&!0!$@!,[

C
"?

I+%%%"/!0!$a

%"$
&#8#
9!&2&!0!$&@! a%%%

"$
&#;d8#
9!&2&!0!$&@!,_#

即

!$
:

"_C
!%"a%#$+%$&#8"

9!&2&!0!$[%
"$
&#8"
9!&2&!0!$@!,[

C
"?

I+%%%"/!0!$a%"9!I2!0!$&@!,_# !*C$

如果对所有"_#*C*"*-*:"%"_#"则从!"%$式"有?_#"从!""$*!"*$式"得 &_#"并且从!"J$式得 #
_#"即!%#"%C"%""-"%:"#"&"’$_#"这与!"Q$式矛盾’因此"存在."#+#"C"""-":,"使得%."c#’
可以断定@! _#’事实上"如果@!)#"则!"%$式意味着

!%"a%."$@
! _#""_C*"*-*:

于是%"_%."c#""_C*"*-*:’因此"!*#$式意味着
@!I+$

&#8"
%9!&2!0!$[$&#8"

%"9!&2!0!$@!,_#""_C*"*-*:

这与条件C$矛盾’因此"@! _#’基于!*#$式"条件*$和@! _#"有?_#’根据@! _#和对某个 ."#+#"C"
""-":,"%."c#"可以知道!*C$式意味着%"_%."c#’现由!""$*!"*$式"有

%"%2&!0
!$a&&_#"&#8# !*"$

%"%2&!0
!$a&&_#"&#8"""_C*"*-*:

因此"由&"#和%"c#""_#*C*"*-*:"有2!0
!$"#’于是0!是!R$的可行解"且!R$和!‘S"$对应的目标

值相等’
对&#8#"用9!& 乘!*"$式"并利用!"K$式"有%#9!&2&!0!$_#"&#8#"由%#c#"得

9!&2&!0!$_#"&#8# !**$
由?_#"%#c#"从!"J$式显然有0!##4!5!$"因此

3!0! 4̂$_0!I5! !*J$
于是"从!**$*!*J$式和@! _#"有

/!0!$[3!0! 4̂$_/!0!$a$
&#8#
9!&2&!0!$[7!

I5! aC"@
!I%%"/!0!$a%"$

&#8#
9!&2&!0!$&@!

如果对所有可行解!0"7"9"5"@$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$
I5是二阶!6"!#$(伪凸"且a$&#8"

9&2&!.$

!"_C*"*-*:$是二阶!6"!"$(拟凸"又$
:
"_C!"[!#"#"由定理*知"0

!是!R$的一个最优解’ 证毕

*!特殊情形和某些注记

考虑4_+15b5I15&C,时"容易证明!0I10$CB"_3!0̂4$且4是紧和凸的’则本文中的原问题!R$与
对偶问题!‘SC$和!‘S"$分别退化为 ]40/5和 T,/A在文献%$&中的原问题!R$与对偶问题!‘S$C和
!"‘S$C’

!R$bT7//!0$[!0I10$CB"

<)=)2!0$"#
和对偶问题

!‘S$C!! T0Y/!7$[7
I15a$

&#8#
9&2&!7$

<)=)%/!7$[15a9I%2!7$_#
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$
&#8"
9&2&!7$&#""_C*"*-*:

9"#!!!5I15&C
与

!"‘S$C!!T0Y/!7$[7
I15a$

&#8#
9&2&!7$a

C
"@

I%%"/!7$a%"$
&#8#
9&2&!7$&@

<)=)%/!7$[15a9I%2!7$[%"/!7$@a%"9I2!7$@_#

$
&#8"
9&2&!7$a

C
"@

I%I$
&#8"
9&2&!7$@&#""_C*"*-*:

9"#!!!5I15&C
显然"本文提出和应用的一阶与二阶!6"!$(凸性是]40/5和T,/A在文献%K&中的一阶与二阶不变凸性

的推广’因此"本文工作改进和推广了文献%$&中主要结果’在文献%$&中"]40/5和T,/A获得了下面二阶
逆对偶性结果’
定理$&$’!设!0!"9!"5!"@!$是!"‘S$C的最优解且在这点满足下列条件
C$’\’矩阵%%%"/!0!$a%"!9!I2!0!$$&@!是正定或负定#
"$向量+%%"/!0!$a%"$&#8#9

!
&2&!0!$&A"%%

"$&#8"
9!&2&!0!$&A""_C*"*-*:"A_C*"*-*’,是线性

无关"其中%%"/!0!$a%"$&#8#9
!
&2&!0!$&A是%%

"/!0!$a%"$&#8#9
!
&2&!0!$&的第 A行"%%

"$&#8"
9!&

2&!0!$&A是%%
"$&#8"

9!&2&!0!$&的第A行’
如果对所有可行解!0"7"9"5"@$"/!.$a$&#8#9&2&!.$[!.$

I5是二阶!6"!#$(伪凸"且a$&#8"
9&2&!.$

!"_C*"*-*:$是二阶!6"!"$(拟凸"又$
:
"_C!"[!#"#"则0

!是!R$的最优解’
注意到在定理$的假设条件C$有%%%"/!0!$a%"9!I2!0!$&@!是正定或负定"而定理$的结果意味

着@! _#!可参看文献%$&中定理M的证明过程$’显然"定理$!即文献%$&中定理M$的假设条件与结论是
不相容的’因此"本文修正了文献%$&的上述错误"给出了正确的逆对偶性定理’

参考文献!
%C&TE8Se)G310<<,28,/A722’.’/=70V1’T0=4’90=7?01R.,5.0997/5R.,V1’9<%+&)+T0=4G/01G((1"C%KJ"JM!C$/CM%PCKJ)
%"&TG8‘G&GfUG8EF)&’?,/AE.A’.0/Ag754’.E.A’.S-017=>7/8,/17/’0.R.,5.0997/5%+&)+T0=4G/01G((1"C%K$"$C!*$/
M#KPM"#)

%*&TE8Se)&’?,/AE.A’.S-017=>2,.8,/17/’0.R.,5.09<%+&)E(<’0.?4CC"C%KJ!"P*$/%#P%%)
%J&TE8Se"L@UfI)‘’/’.017O’A3,/;’Y7=>0/Ag754’.E.A’.S-017=>%+&)+T0=4&?7"C%Q$!CMhCQ$/KJP%J)
%$&]gG8‘+"TE8Se)S-017=>2,.08,/A722’.’/=70V1’R.,5.0997/5R.,V1’9%+&)e-11G-<=.01T0=4&,?"C%%K"$$/"%PJJ)
%M&TE8Se"&3g@3gI@fT)8,/PA722’.’/=70V1’&>99’=.7?S-017=>%+&)e-11G-<=.01T0=4&,?"C%%M"$*/CKKPCQK)
%K&HG8‘iT)‘’/’.017O’A3,/;’<S-017=>2,.T-1=7,VX’?=7;’N.0?=7,/01R.,5.09<%+&)E(<’0.?4"C%%J"*C!"$/C$$PCM*)

"责任编辑!黄!颖#

K第*期!!!!!!!!!!!!!!!杨新民&关于一类不可微规划问题的对偶性


