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摘!要!提出一个修改的投影类型方法来求解广义变分不等式#该方法保证了校正步长的一致有正下界性#在所

含函数!"单调的条件下$证明了方法的全局收敛性#在所含函数 H7(<?47=I连续和 !"强单调的条件下讨论了广义变

分不等式的全局误差界$并证明了预估步长的一致有正下界性#借助于全局误差界的分析$证明了所提方法具有#"
线性收敛速度#
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!!考虑广义变分不等式问题%求,!"=)满足!!,!$"!和

!!!,$X!!,!$$P3!,!$Y#"#!!,$"! !C$
其中3Z=)$=)"!Z=)$!是给定的非线性算子"!%=)为非空闭凸集&8,,.在文献’C(中引入问题!C$
并将其称为广义变分不等式问题![BS$&[BS在经济学"运筹学和非线性分析等方面有着重要的应用’"\G(&

当!!,$&,时"[BS退化为BSZ求 ,!"!满足!,X,!$P3!,!$’#"#,"!"BS是由 &=09(0??470在

C%EG年引入并进行了研究’$(&
&-/在文献’E(中对BS进行研究"提出了新的下降方向

4!,""$]2!,""$X"3!,$ "̂3!5!’,X"3!,$($
其中2!,""$],X5!’,X"3!,$("5!为从=)到!上的正交投影&在3伪单调的条件下"&-/证明了所提

算法的全局收敛性并提出了解集非空的一个充要条件"但&-/没有探讨算法的收敛速度&借助于文献’E\
C#(的思想"本文将对[BS进行以下两方面的研究%C$给出了[BS的一个投影型新算法#"$利用误差界的知

识"探讨新算法的收敛速度&在3是!"强单调和H7(<?47=I连续的条件下"证明了算法的全局收敛性和 #L线
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性收敛速度&

C!性质和定义

对于非空闭凸集!%=)和,"=)"令5!!,$表示从,到!上的正交投影"即5!!,$]0.597/)(6X,(_
6"!*&下面是投影的一些重要性质&

引理C!令!%=)是非空闭凸集"则对于任意的,"=)"6"!"有
+5!!,$X,"6X5!!,$,’# !"$

由引理C可以推出投影算子5!是非扩张的"以及[BS解集的一个等价命题&
引理"!向量,!"=)是[BS的解当且仅当!!,!$]5!’!!,

!$X"3!,!$("对于某一个或任意"Y#&
根据这个不动点方程"人们提出了各种不同的投影类型的迭代方法来求解 [BS或 BS"其中投影收缩算

法是最简洁有效的方法&本文提出另一种投影型算法来求解 [BS&每步迭代时"这个算法需要执行一次线

性搜索"需要下面的假设&
假设!C$!!非空"其中 !!表示 [BS的解集&"$3Z=)$=)是 !"单调的"即+3!,$X3!6$"!!,$X

!!6$,’#"#,"6"=)&*$!Z=)$=)是非奇异的"即存在正常数#使得(!!,$X!!6$(’#(,X6("#,"6
"=)&

其中"当!&0时"!"单调就退化为一般的单调定义&而且"每一个可解的BS算法都满足上面的假设&
本文中"定义残量向量2!,""$为2!,""$Z]!!,$X5!’!!,$X"3!,$(&
引理*!令!%=)是非空闭凸集"则对于任意的,"=)""CY""Y#"有C$(2!,""C$(’(2!,"""$(#

"$(2!,""C$(7"C)(2!,"""$(7""&

"!算法及其收敛性

算法的基本思想是%首先"找初始点,#"=)使得!!,#$"!"并计算投影残量&如果投影残量为零"则停

止#否则"取X8!,9""9$为下降方向"其中8!,9""9$]2!,
9""9$X"93!!!,

9$$ "̂93!5!’!!,
9$X"93!,

9$($"
其中"9由线性搜索得到&然后设计一个步长"利用下降方向"步长和当前迭代点产生下一个迭代点&
":C!算法

起始步%选取,#"=)使得!!,#$"!"$-%"!#"C$"&"!#""$&如果2!,#"C$]#"则停止#否则"令9Z]#&
迭代步%令"9]%

;9"其中;9为满足下式的最小的非负整数;
%;(3!!!,9$$X3!!!,9$X2!,9"%;$$()$(2!,9"%;$( !*$

令!!,9̂ C$]5!’!!,
9$X&’!,9""9$4!,

9""9$("其中

4!,9""9$]2!,
9""9$X"93!!!,

9$$ "̂93!5!’!!,
9$X"93!,

9$($"
’!,9""9$]!CX$$(2!,

9""9$(
"7(4!,9""9$(

"&
如果2!,9""9$]#"则停止#否则继续迭代&

其中"称"9为预估步长"’!,9""9$为校正步长&利用下面的引理可说明线性搜索!*$式的有限步终止性&
引理G!假如,"=)满足!!,$"!"并且,不是 [BS的解"则对于任意的 $"!#"C$"存在*"!,$"!#"

C("对于#""!#"*"!,$("有
"(3!!!,$$X3!!!,$X2!,""$$()$(2!,""$( !G$

证明!利用反证法$!假设存在$"!#"C$"对于任意的 <""!#"C("存在""!#"<"(有

"(3!!!,$$X3!!!,$X2!,""$$(Y$(2!,""$(&
当 <"C]C时"存在"C"!#"<"C("有!!!"C(3!!!,$$X3!!!,$X2!,""C$$(Y$(2!,""C$(&
当 <""]97/)C7"""C*时"存在"""!#"<""("有!""(3!!!,$$X3!!!,$X2!,"""$$(Y$(2!,"""$(&

..
当 <")]97/)C7)"")XC*时"存在")"!#"<")("有")(3!!!,$$X3!!!,$X2!,"")$$(Y$(2!,"")$(&

..
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!!于是得到一个序列)")*"满足对于任意的)’C"有"))C7)"并且

")(3!!!,$$X3!!!,$X2!,"")$$(Y$(2!,"")$( !$$
利用!!,$"!"2!,""$的表达式和"))C7)知 179

)$‘
(2!,"")$(]#&于是根据!$$式-3的连续性以及

引理*中结论"$知

#]179
)$‘
(3!!!,$$X3!!!,$X2!,"")$$(’$179)$‘!(2!,"")$(7")$’$(2!,"C$(

结合引理""知,"!!"这与已知相矛盾& 证毕

引理$!假设3!=$为!"单调映射"任取,!"!!"则当,"=)并且!!,$"!时"有
!!!,$X!!,!$$P4!,""$’(2!,""$("X"2!,""$P!3!!!,$X3!!!,$X2!,""$$$&

证明!由!"$式可得)!!,$X"3!,$X5!’!!,$X"3!,$(*
P)5!’!!,$X"3!%$(X!!,

!$*’#
即 !2!,""$$X"3!,$$P!!!,$X!!,!$X2!,""$$’#
于是可得

2!,""$P!!!,$X!!,!$$’(2!,""$(" "̂3!,$P!5!’!!,$X"3!,$(X!!,
!$$ !E$

由3的!"单调性可得

"!3!5!’!!,$X"3!,$($X3!!!,
!$$$P!5!’!!,$X"3!,$(X!!,

!$$’# !D$
由,!"!!以及5!’!!,$X"3!,$("!可得

"!5!’!!,$X"3!,$(X!!,
!$$P3!!!,!$$’# !F$

将!E$-!D$-!F$式相加得!!!)2!,""$ "̂3!!!,$X2!,""$$*P!!!,$X!!,!$$’
(2!,""$(" "̂3!,$P!!!,$X!!,!$X2!,""$$ "̂2!,""$P3!!!,$X2!,""$$

移项整理可得知命题成立& 证毕

根据算法的设计和引理$知"对于任意的,9和,!"!!"有
!!!,9$X!!,!$$P4!,9""9$’!CX$$(2!,

9""9$(
" !%$

定理C!假设影射3!=$是连续的和!"单调的"则算法产生的点列),9*是有界的&
证明!任取,!"!!"则(!!,9̂ C$X!!,!$(")(!!,9$X!!,!$X&’!,9""9$4!,

9""9$(
"]

(!!,9$X!!,!$("X"&’!,9""9$!!!,
9$X!!,!$$P4!,9""9$ &̂"’!,9""9$

"(4!,9""9$(
")

(!!,9$X!!,!$("X&!"X&$!CX$$’!,9""9$(2!,
9""9$(

"

其中第三个不等式是根据!%$式和’!,9""9$的表达式得到&
因为&"!#""$"$"!#"C$"由上式可得(!!,9̂ C$X!!,!$()(!!,9$X!!,!$().)(!!,#$X

!!,!$("结合假设*$知算法产生的序列),9*是有界的& 证毕

由定理C知"此算法也是一个投影收缩算法&
引理E!算法产生的’!,9""9$一致有正下界"即存在(Y#"使得’!,9""9$’(&
证明!由4!,9""9$的表达式和!*$式知

(4!,9""9$(
")"(2!,9""9$(

" "̂""9(3!!!,
9$$X3!5!’!!,

9$X2!,9""9$($(
")"!Ĉ $"$(2!,9""9$(

"

于是根据’!,9""9$的表达式知 ’!,9""9$’
CX$

"!Ĉ $"$
Z](

因此"此算法的步长是一致有正下界的& 证毕

由定理C和引理E知(!!,9̂ C$X!!,!$(")(!!,9$X!!,!$("X(&!"X&$!CX$$(2!,9""9$(
"

由此可得+
‘

9]#
(2!,9""9$(

")‘"从而

179
9$‘
(2!,9""9$(]# !C#$

":"!算法全局收敛性的证明

定理"!假设定理C的条件成立"则C$179
9$‘
(2!,9""9$(7"9]##"$),

9*收敛到[BS的一个解&

证明!C$假设存在无穷子指标集>#"有!!!(2!,
9""9$(7"9’)Y#"#9">#
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结合 179
9$‘
(2!,9""9$(]#"可得 179

9$‘"9">#
"9]#&

由),9*有界知")3!,9$*也是有界的"从而由投影算子的非扩张性知

179
9$‘"9">#

(!!,9$X5!’!!,
9$X"93!,

9$7%(() 179
9$‘"9">#

"9(3!,
9$(7%]#&

结合3的连续性"引理*的结论C$以及线性搜索!*$式知"当9">#"9$‘"有

#,(3!!!,9$$X3!5!’!!,
9$X"93!,

9$7%($(Y$
(2!,9""97%$(

"97%
’%$

(2!,9""9$(
"9

上式与假设矛盾&
"$分两种情况讨论&
!$179

9$‘
<-("9Y#"即存在)#Y#和>C"有"9’)#"9">C&

由(2!,9""9$(’(2!,
9")#$("9">C"以及!C#$式知(2!,9")#$($#&

因为),9*有界"所以一定存在一个收敛的子列),9?*"并设其极限点为 -,&结合(2!,")#$(的连续性知

(2!-,")#$(]#"即-,"!!&
下面证明全局收敛性&由定理C知(!!,9̂ C$X!!-,$()(!!,9$X!!-,$("任取),9*的一个聚点 <,"

并设),9@*为相应的收敛子列&于是对于#9?".9@Y9?有

(!!,9@$X!!-,$()(!!,9?$X!!-,$(
在上式中令9?$‘"结合9@Y9?知(!!<,$X!!-,$()(!!-,$X!!-,$(]#&于是!!<,$]!!-,$"再结合假设

*$知 <,]-,&从而序列),9*整体收敛到-,&

"$179
9$‘
"9]#"于是根据引理*的结论"$知"当9充分大时"有

(2!,9""9$(
"9

’(2!,9"C$("由定理"的

结论C$以及上式可得(2!,9"C$($#&类似于!$的分析知定理成立& 证毕

*!误差界及收敛速度

为了收敛速度的分析"需要下面的定义&
定义C!3!,$关于!!,$在=)上是!"强单调的"即对于任意的,"6"=)"存在*Y#"使得

+3!,$X3!6$"!!,$X!!6$,’*(!!,$X!!6$("&
下面证明一个全局误差界&
定理*!3!,$关于!!,$在=)上是!"强单调的"3!,$是H7(<?47=I连续的!存在相应常数/Y#$"则对于

任意,"=)"存在,!"!!"且有

(2!,""$(
"̂ "/#XC

)(!!,$X!!,!$()"/#
XC Ĉ
"* (2!,""$( !CC$

证明!因,!为!C$式的解"则
+"3!,!$"5!!!!,$X"3!,$$X!!,

!$,’# !C"$
由引理C和!!,!$"!知

+5!!!!,$X"3!,$$X!!!,$X"3!,$$"!!,
!$X5!!!!,$X"3!,$$,’# !C*$

由!C"$-!C*$式得!+5!!!!,$X"3!,$$X!!,$ "̂!3!,$X3!,!$$"!!,!$X5!!!!,$X"3!,$$,’#
即 +"!3!,$X3!,!$$X2!,""$"!!,!$X!!,$ 2̂!,""$,’#
从而 +"!3!,$X3!,!$$ !̂!!,$X!!,!$$"2!,""$,’+"!3!,$X3!,!$$"!!,$X!!,!$,
也就是 +"!3!,$X3!,!$"!!,$X!!,!$,)(2!,""$(/!"(3!,$X3!,!$( (̂!!,$X!!,!$($
由定义C知"存在*Y#使得!!!"*(!!,$X!!,!$(")+"!3!,$X3!,!$$"!!,$X!!,!$,)
(2!,""$(/!"(3!,$X3!,!$( (̂!!,$X!!,!$($)(2!,""$(/!"/(,X,!( (̂!!,$X!!,!$()

(2!,""$(/!"/#XC(!!,$X!!,!$( (̂!!,$X!!,!$($
从而有!CC$式右边不等式成立&
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另外"由引理!"$知

(2!,""$(](2!,""$X2!,!""$()(!!,$X!!,!$( (̂5!!!!,$X"3!,$$X5!!!!,
!$X"3!,!$$()

(!!,$X!!,!$( (̂!!,$X"3!,$X!!,!$̂ "3!,!$()"(!!,$X!!,!$( "̂(3!,$X3!,!$()
"(!!,$X!!,!$( "̂/(,X,!()"(!!,$X!!,!$( "̂/#XC(!!,$X!!,!$(

从而有!CC$式左边不等式成立& 证毕

定理G!设3!,$是H7(<?47=I连续"其H7(<4?7=I常数为/"则算法产生的序列)"9*一致有正下界&
证明!由已知条件得"(3!!!,9$$X3!!!,9$X2!,9""$$()"/(2!,9""$(&因此当")$7/时"不

等式!*$式在立&于是根据线性搜索规则知

"9’97/)C"%$7/*Z]/+ 证毕

定理$!在定理C和定理*的假设下"算法具有A"线性收敛速度&
证明!由定理C知(!!,9̂ C$X!!-,$(")(!!,9$X!!-,$("X&!"X&$!CX$$((2!,9""9$(

""再由

假设*$知(!!,9̂ C$X!!-,$(")(!!,9$X!!-,$("X&!"X&$!CX$$((2!,9""9$(
""结合!CC$式右边有

(!!,9̂ C$X!!-,$(")(!!,9$X!!-,$("X&!"X&$!CX$$(
"9*

"9/#
XC( )Ĉ

"

(!!,9$X!!-,$("

即
(!!,9̂ C$X!!-,$(
(!!,9$X!!-,$(

]CX&!"X&$!CX$$(
"9*

"9/#
XC( )Ĉ

"

"

结合定理G以及"9)C知!!!!(!!,
9̂ C$X!!-,$(

(!!,9$X!!-,$(
]CX&!"X&$!CX$$( /+*

/#XC( )Ĉ
"

取&"!#""$使得 CX&!"X&$!CX$$( /+*
/#XC( )Ĉ

"

Z],"!#"C$&

因此序列)!!,9$X!!-,$*全局A"线性收敛于零&根据假设*$知"
(,9X-,()#XC(!!,9$X!!-,$()#XC,9(!!,#$X!!-,$(&

序列),9X-,*全局#"线性收敛于零"从而),9*全局#"线性收敛于-,& 证毕
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