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最高阶元个数为C"的有限群是可解群!

晏燕雄!陈贵云!何立官
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摘!要!通过讨论群的最高阶元素的个数为C"的情况#得到如下定理E$如果!是最高阶元素个数为C"的有限群#
则!是下述群之一%E"!"&"C*’(##其中&"C*’#)!##$""F"*F"D*""!有一个正规子群 "$!$GC%+HI+%H"#而且

!%"$$""F"*F"D**"!是方指数为C的"&群或元素的最高阶为I的,"#*-&群*C"!的阶整除"!(*"(D##!E%!%
$##%"%*##%#%""$并证明了这类群是可解群$
关键词!有限群*可解群*元素的阶
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E!基本定义及主要结果
本文所讨论的群均为有限群$$5!!#表示群 !

中元素阶的集合"$是 $5!!#中的最大值"*表示 !
的最高阶为元素$+表示 !中 $阶循环子群的个
数$-是一个自然数"$!-#是 -的相异素因子的集
合"$!!#G$!T!T#%6-!!#是 !的 -阶元素的集
合"特别地 6!!#G6$!!#$78!!#是 !的一个 8&
&>1,O子群"8&$!!#"%!,#表示 ,的欧拉函数$其
余符号及术语是标准的&E’$
定义E!有限群 !E与 !"称为同阶型群"如果

T6-!!E#TGT6-!!"#T"-GE("(*)$
E%HD年N7’1A<奖获得者 +)U)V4,9(<,/提出了
如下著名的猜想$

V4,9(<,/猜想!设!E与!"为同阶型群"如果

!E可解"则必然!"可解$
文献&"’研究了最高阶元素的个数T6!!#T对

群的影响"证明了当T6!!#T分别为"(奇数("9!9为
素数#或 %!$#时"!为可解群%文献&*’证明了当
T6!!#TGH时"!可解%文献&C"$’证明了当T6!!#T
W"#或为"9"!9为素数#时"!可解%文献&I’证明
了当$5!!#G*E"""*"$"I+的有限群可解%文献&D"
H’证明了当T6!!#TG*"或为"9*!9为素数#时"!
可解%文献&%’证明了当T6!!#TG"9:!D%9%:#
时"!可解%文献&E’证明了当T6!!#TG*#时"!可
解%文献&E#’讨论了极大幂零子群的阶为素数幂的
有限群$以上文献对 V4,9(<,/猜想的解决是有用
的$本文在以上文献的基础上讨论了群的最高阶元
素的个数为C"的情况"得到了定理E$
定理E!设 !是最高阶元素个数为C"的有限
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群"则!是下述群之一
E#!"&"C*’,#"&"C*’#-!"#$""F"*F"D%
"#!有一个正规子群 "$!$GC%(HI(%H#"而且

!%"$$""F"*F"D%
*#!是方指数为C的"&群或元素的最高阶为I
的*""*+&群%
C#!的阶整除"!,*",D#"!E%!%$"#%"%*"

#%#%"#$
特别地!是可解群$

"!主要引理及证明

引理E%"&!设!有+个;阶循环子群的个数 ;"
则T6;!!#TG+%!;#"特别地T6!!#TG+%!$#$而
且如果+GE"则!超可解$进一步如果$是一个素
数"则+’E!9,A$#$
由文献&"’中的引理 "<"和定理 E<E及文献

&E’中P7’10/A=定理"结论是显然的$
引理"%EE&!设*&!"T*TG$G=9"9T%="则E#

当0!!*#中9阶子群唯一时"则0!!*#的9&&>1,O子
群是9阶群"并且 0!!*#G.*

=/F#"其中 #是 9>&
X011%"#当0!!*#中9阶子群不唯一时"则0!!*#至
少有9"YE个9阶元素$
引理 *%D&!如果 *&!"T*TG$"6!!#(

0!!.*/#$则$5!0!!*##G$5!.*/#"0!!.*/#G
.6!!#/且0!!.*/##-!$

*!定理E的证明
再次说明"$G90Q*$5!!#+"*为!的最高阶元

素"+为!中$阶循环子群个数$显然有T)!!.*/#Z
0!!*#T%!$#"而且下式总是成立的$
T!TGT!Z)!!.*/#TT)!!.*/#Z0!!*#TT0!!*#T!E#
因为+%!$#GC""根据引理E"+(%!$#和$三者之间
的关系如表E$

表E!+*%"$#*$之间的关系

+ E D "E C"

%!$# C" I " E

$ C*"HI"C%"%H D"%"EC"EH *"C"I "

把定理E的证明过程分散在下面的 C个引理
中"证明了C个引理"则定理E的结论自然成立$
引理C!如果T6!!#TGC""则+)C"$当+GD

时"$)D%而且当+G"E时"$)*$
证明!如果T6!!#TGC""+GC""则$G""从而

!是初等交换"&群$令T!TG"2"则!的最高阶为"
的元素个数为"2YE"显然不可能等于C""矛盾$引
理的后半部分则由引理E直接可得$ 证毕

引理$!如果T6!!#TGC""+GE"则 !同构于
下面超可解群之一$
E#!"&"C*’,#"&"C*’#-!"#$""F"*F"D%
"#!有正规 $阶子群 "$!$GC%(HI(%H#"且有

!%"$$""F"*F"D$
证明!如果T6!!#TGC""+GE"则由引理E可

知!超可解$因为+GE"故.6!!#/G"$是!唯一
的$阶循环子群"从而.6!!#/#-!$由于$是!的
元素的最高阶"由引理 *则有 0!!.6!!#/#G
.6!!#/"因此
!%.6!!#/G)!!.6!!#/#%0!!.6!!#/#$

K-=!.6!!#/#<
若$GC*"因为!C*"C"#GE"则!扩张可裂$又

K-=!"C*#"""F"*F"D"则 !"&"C*’,#"&"C*’#-
!"#$""F"*F"D"E#得证$若$GC%(HI(%H"则!%
"$$K-=!"$#"""F"*F"D"得结论"#$ 证毕

引理I!如果T6!!#TGC""+G"E"则!是"&群
或*""*+&群$
证明!设*是!的最高阶为 $的元素$由T*T

G$"从而有!$!0!!*##G$!.*/#G$!$# !"#
现取一!的最高阶为$的元素"不防设*"使得
!8GT!Z)!!.*/#TG97/E%-%+

*T!Z)!!.*-/#T+ !*#

其中.*E/()(.*+/是+个$阶循环子群$根据引理
E及表E知$GC或I"%!$#G"及+G"E$则8%"E"
而且T)!!.*/#Z0!!*#T"$设!的所有$阶循环子
群被分为?E(?"()(?@"共@个不同的共轭类$命=-
GT!Z)!!.*-/#T"其中.*-/&?-"则 =-的值与.*-/
在?-中的选择无关"此时称!=E"="")"=@#为!的
=&型"并记 =!!#G!=E")"=@#$下面以 $和 8的
不同取值为基础进行讨论$
E#若$GC"则由!"#式易知$!0!!*##G*"+$
如果8GE("(C(H"则由!E#式易知!是"&群%如

果8G*(I(%"则!是*""*+&群%如果 8G$(D(E#("E"
!中存在$或D阶元素"这与$GC矛盾$
"#若$GI"则 $!0!!*##G*""*+"且由!*#式
有E%8%E#或8G"E$
如果8GE("(*(C(I(H(%"则!是*""*+&群%
如果8G$"因为 =&型的分量满足 =E[="[)

[=@G"E"则=!!#的不同取值和!的结构如下$
0#若 =!!#的取值是下列之一"=!!#G!$"

EI#"=!!#G!$"H"H#"=!!#G!$"I"E##或 =!!#
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G!$"$"$"I#"由!E#式"则!是*""*+&群"同时也是
*""*"$+&群"显然这是不可能的$

R#若=!!#G!$"$"EE#"则 !中存在EE阶元
素"与$GI矛盾$

?#若=!!#G!$"D"%#"则 !中存在D阶元素"
矛盾$
如是8GD("E"则!中存在D阶元素"矛盾$
如果8GE#"则!的"E个I阶循环子群被分为

两个共轭类"其中一个共轭类包含E#个循环子群%
同时另一个则包含EE个"因而!中存在EE阶元素"
矛盾$ 证毕

引理D!若T6!!#TGC""+GD则 !可解"且!
的阶整除"!,*",D#"!E%!%$"#%"%*"#%#%"#$
证明!设*是!的最高阶为$的元素"即T*TG

$$根据表E可知"此时 $GD(%(EC或 EH"+GD及
%!$#GI$且由!*#式 8GT!Z)!!.*/#%D$设
.*E/(.*"/()(.*D/是!的D个$阶循环子群$显
然T)!!.*-/#Z0!!*-#TI"其中-GE("()(D$由引
理E可知+)D$因此下面只需要对 $G%(EC(EH三
种情况进行讨论$
E#若$G%"则T*TG%"易知 $!0!!*##G**+$
如果8GE("(*"由!E#式"则!是*""*+&群%如果8G
D"则由!E#式可假设T!TG"!,*",D!!%E""%"#<
显然!是可解群$
"#若$GEC"从而T*TGEC"则 0!!*#是*""D+&
群"可解$下面证明!的可解性$如果8GE或""则
)!!.*/##-!"容易知道此时!可解$如果 8G*"则
!中存在一个EC阶元素 A"使得T!Z)!!.A/#TGC"
从而T!T整除"!,*,D"其中 !%C<现在考虑 !在
)!!.*/#的陪集上的置换表示$设其置换表示的核
为B"则 !%B$C*"从而 B是*""D+&群"而且 !%B是
可解的"进而!亦可解$
如果8GD$通过类似的推理有!的阶整除"!,

*,D""其中!%C$!在 )!!.*/#上的陪集置换表
示"易看到如果!不可解"则!%B同构于\&]!""D#
或K-=!\&]!""D##"从而TBTGD或EC"表示 !有一
个阶为 D的正规子群 #$!作用在 #上有"
!%0!!##$K-=!##""I"则0!!##有一个截断同构
于\&]!""D#$设,是 0!!##的一个 C阶元素"则
.,"#/中存在阶为"H的元素"与$GEC矛盾$
*#若$GEH"有T*TG$GEH"则0!!*#是*""*+&
群$假设T0!!*#TG"!,*""其中!E%!%*""%"%
*#$若8GE("(*"由!E#式"则!是*""*+&群"可解$

若8GD"则!中存在指数为D的极大X011L子群$因
而!的任何一个阶被D整除的截断都有一个指数为
D的X011L子群$故!不可能有一个截断与 \&]!""
H#同构$因此若!不可解"则!有一个截断同构于
\&]!""D#$故 !存在一个正规群列##- D#- !"使
D%#"\&]!""D#"而且*整除T#T或者T!%DT$因为
J-=!\&]!""D##的阶是""如果*整除T!%DT"则存
在阶为*的元素平凡的作用在D%#上"表明!存在
阶为"E的元素"矛盾$因此T#TG%"但这隐含了 !
有阶为"E的元素"也与$GEH矛盾$ 证毕

根据引理 Ĉ D"可得定理E$由定理E"可得下
面的推论"即V4,9(<,/猜想成立的一个条件$
推论!设!和6是同阶型群"6是有最高阶元

素个数为C"的有限群"则!可解$
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