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向量损失函数下均值向量线性估计的可容许性
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摘!要!在向量损失函数下#讨论了模型!!"
"#F$!
3,;#F$A705!!C#!"#$#!%"{ $&

中估计均值向量时#齐次线性估计在!C

F%’#G’为元素均为非负的(H%矩阵&中的容许性#及非齐次线性估计在!"F%’#I)’’为元素均非负的(H%矩
阵#)为(维元素均严格非负的列向量&中的容许性#并获得了相应的充要条件(
关键词!向量损失函数)线性估计)可容许性
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!!参数估计的容许性问题一直以来都倍受关注"二次损失函数和矩阵损失函数是研究容许性常用的损失
函数"文献)C*+)"*中对线性模型中的参数估计在这两种损失函数下的可容许性进行了系统的研究和总结,
文献)**提出向量损失函数后"在向量损失函数下研究线性估计的可容许性引起了统计学者的兴趣"文献)*
XL*在向量损失函数下对部分统计模型参数估计的可容许性进行了研究,文献)M*在矩阵损失函数下"对
更广泛的模型中的均值向量的线性估计的可容许性进行了研究,本文在向量损失函数下"对文献)M*中提
出的模型中的均值向量的线性估计的可容许性进行讨论"得出了几个估计量可容许的条件"推广了文献)**
的结论,

C!基本定义及引理
定义C!记3F!3C"3""&"3%$&"2!"$F!2C!"$"2"!"$"&"2%!"$$&"用3估计2!"$时"向量损失函数为

’!3"2!"$$F!!3CY2C!"$$
""!3"Y2"!"$$

""&"!3%Y2%!"$$
"$& !C$

定义"!设3!4$"!!!为给定的估计类$"3!4$在损失函数!C$式下的风险函数为
5!3#2!"$$F!"!3CY2C!"$$

"""!3"Y2"!"$$
""&""!3%Y2%!"$$

"$&F
!5C!3#2!"$$"5"!3#2!"$$"&"5%!3#2!"$$$&

定义*!在损失函数!C$式下"如果对任意的""都有56!#3#2!"$$$56!3#2!"$$"6FC+"+&+%"且对某
个6#及"#等号不成立"则称#3!4$优于3!4$#如果不存在#3!4$"!"使得#3!4$优于3!4$"就称3!4$是2!"$
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在!中的容许估计"且记为3!4$X!2!"$,当3!4$是2!"$在一切估计类中的容许估计时"记为3!4$X2!"$,

文献)M*中提出了如下模型"设 #F!#C"#""&"#%$&相互独立"满足
"#F$!
3,;#F$A705!!C"!""&"!%${ $&

"其

中$是已知的元素非负且对角线元素为正的%阶满秩矩阵"!F!!C"!""&"!%$&"!6Z#"6FC+"+&+%为未知
参数"将此特定模型记为模型!!$,该模型在实际的问题中应用广泛,例如"在模型中取 $F*%!单位矩
阵$"就得到O,7<<,/分布模型#在模型中取$FA705!"C""""&""%$""6Z#!6FC+"+&+%$为已知"就得到一个
#/分布模型,文献)EXC#*在常用损失函数下分别研究了O,7<<,/分布"#/分布中参数的可容许问题,
同时"文献)M*中还考虑了7!的线性估计在以下估计类中的可容许性"这里7是(H%实矩阵"!CF’’#G

’为元素均为非负的(H%矩阵("!"F’’#I)G’为元素均非负的 (H%矩阵")为 (维元素均严格非负的
列向量(,
记 $CF’8&#G8F!8C"8""&"8%$&"86%#"6FC+"+&+%(

$"F’8&#I9G8F!8C"8""&"8%$&"86%#"6FC+"+&+%"9Z#(
3!4$F!3C!4$"3"!4$"&"3(!4$$&"2!"$F!2C!"$"2"!"$"&"2(!"$$&

引理C!在损失函数!C$式下"用3!4$估计2!"$"则
C$3!4$是2!"$在!C中的容许估计当且仅当在平方损失函数!36Y26!"$$

"下"36!4$是26!"$在$C中
的容许估计"6FC+"+&+(#
"$3!4$是2!"$在!"中的容许估计当且仅当在平方损失函数!36Y26!"$$

"下"36!4$是26!"$在$"中
的容许估计"6FC+"+&+(,

"!主要结果和证明
本文在向量损失函数下"考虑了模型!!$中齐次线性估计在!C中的容许性和非齐次线性估计在!"中

的容许性"并获得了相应的充要条件,记模型!!$中 $F!$C"$""&"$%$"其中 $6为矩阵 $的第 6个列向
量,
":C!齐次线性估计的可容许性
引理"!设8&#"&8&#"$C"估计;&!"则在平方损失!8&#Y;&!$

"下"&8&#优于8&#的充要条件是
$6&&8$$6&8"6FC+"+&+%
!&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&{ !

且至少对某个6#及!#等号不成立"其中8"&8";均为%维列向量,
证明!由5!8#!$F"!8&#Y;&!$"F8&$A705!!C"!""&"!%$$&8I!&!$&8Y;$!$&8Y;$&!"可知&8&#优于&8#"

即5!&8&#";&!$$5!8&#";&!$"’!"且等号不恒成立,也即是等价于

!!!!!!!!!!!!!
&8&$A705!!C"!""&"!%$$&&8$8&$A705!!C"!""&"!%$$&8!!!!!!!!! !!"$
!&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&!!!!! !!!!!!!!!!*{ $

且至少对某个!!等号不成立,对此等价式的证明如下,
C$必要性,显然,
"$充分性,假设&8&#优于8&#"若!"$式不成立"则存在某个!!#$F!!!#$C "!

!#$
" "&"!

!#$
% $&"<

I
%"使

&8&$A705!!!#$C "!
!#$
" "&"!

!#$
% $$&&8Z8&$A705!!

!#$
C "!

!#$
" "&"!

!#$
% $$&8

取适当小正数%"令#!F%!!#$"则有5!&8&#";&#!$Z5!8&#";&#!$"与假设相矛盾"若!*$式不成立"则存在某个!!C$F
!!!C$C "!

!C$
" "&"!

!C$
% $&"<

I
%"使得!

!C$&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!!C$Z!!C$&!$&8Y;$!$&8Y;$&!!C$"取适当大正数&"令(!F

&!!C$"则有5!&8&#";&(!$Z5!8&#";&(!$与假设相矛盾,又有!"$式成立等价于)
%

6FC
!6&8&$6$6&&8$)

%

6FC
!68&$6$6&8"’!,上式即

为&8&$6$6&&8$8&$6$6&8"’6"又由于 $6&&8%#"$6&8%#"所以有 $6&&8$$6&8&"’6,因此 &8&#优于 8&#等价于
$6&&8$$6&8"6FC+"+&+%
!&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&{ !

"且至少对某个6#及!#等号不成立, 证毕

引理*!设8&#F!8C"8""&"8%$#"$C"估计;&!"这里;为%维列向量,则在平方损失函数下"若$6&&8%;6"6FC+
"+&+%"且至少有一个6使不等号成立"则8&#非容许,
证明!选取&8&F;&$YC"此时必有$6&&8$$6&8"6FC+"+&+%"且至少对一个6等号不成立#
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#F!&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&!"对一切!"!<I$%成立,因此"&8&#优于8&#"即8&#非容许,
证毕

引理D!设8&#F!8C"8""&"8%$#"$C"估计;&!"这里;为%维列向量,则在平方损失函数下"若$&8F;"则8&#
容许,
证明!反设8&#非容许"则存在&8&#"$C优于8&#"即有

!&!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&!F#
对一切!"!<I$%成立,此时$&&8F;F$&8"即有&8F8"矛盾,因此8&#容许, 证毕

引理$!设8&#F!8C"8""&"8%$#"$C"估计;&!";F!;C";""&";%$&"在平方损失函数下"若$&8*;"且存在6#使
$6#&8[;6#成立"则8&#容许,
证明!反设8&#非容许"则存在&8&#"$C优于8&#"由引理*知

$6&&8$$6&8"6FC+"+&+% !D$
!!$&&8Y;$!$&&8Y;$&!$!&!$&8Y;$!$&8Y;$&!"对一切!"!<I$%成立 !$$

不妨设6#FC有$&C[;C成立"则由!D$式可知8&$C[;C"固定!C"令!6+#"6F"+*+&+%"则由!$$式可得!$C&&8Y;C$
"!"C

$!$C&8Y;C$
"!"C"即!$C&&8Y;C$

"$!$C&8Y;C$
""由$C&&8$$C&8$;C可知"只有$C&8F$C&&8时"上式才能成立,设

’F

!!!!!!#!!!!!!!!!!!$C&8Y;C$!$"&8Y$&"&8$!! !!&!!!!$&C&8Y;C$!$%&8Y$%&)$

!$C&8Y;C$!$"&8Y$&"&8$!!!!!!!$"&8Y;"$
"Y!$&"&8Y;"$

"!! !!&!
!$"&8Y;"$!$%&8Y;%$Y

!$&"&8Y;"$!$&%&8Y;"$!$&%&8Y;%$
!!!!!!&!!!!!!!!!!!!!&!!!!!!!!!!&!!!!!!!&
!$C&8Y;C$!$%&8Y$&%&8$!!$"&8Y;"$!$%&8Y;%$Y!$&"&8Y;"$!$&%&8Y;"$! &!! !$&%8Y;%$

"Y!$&%&8Y;%$







 "

此时!$$式变为!&’!%#"对一切!"!<I$%成立,则必有$6&8$$6&&8"6F"+*+&+%"因为若存在某个6C不成
立"不妨设6CF""即$"&8$$"&&8,固定!C"!""令!6+#"6F*+D+&+%"则!$$式变为

!!C!!"$
!!!!#!!!!!!!!$C&8Y;C$!$"&8Y$"&&8$
!$C&8Y;C$!$"&8Y$"&&8$!!$"&8Y;"$

"Y!$"&&8Y;"$( )" !C
!( )
"
%#

即 !"" !$"&8Y;"$
"Y!$"&&8Y;"$( )" I"!C!"!$C&8Y;C$!$"&8Y$"&&8$%#

由于!C"!""<
I"故有!$C&8Y;C$!$"&8Y$"&&8$%#"即$"&8$$"&&8"这与假设相矛盾,综上所述"知$6&8F

$6&&8"6FC+"+&+%"即$&8F$&&8"则8F&8"于是有8&#F&8&#"8&#容许, 证毕

由上面的引理可得如下结论,
定理C!设8&#F!8C"8""&"8%$#"$C"估计;&!";F!;C";""&";%$&"则8&#在平方损失函数下是;&!在$C

中的容许估计的充要条件是%C$$&8F;#或"$$&8*;"但存在某个6#"使得$6#&8[;6#成立,
定理"!设’&#F!8C"8""&"8($&#"!C"估计7!"7F!;C";""&";($&"其中’"7为元素均非负的(H%阶矩

阵"86";6"6FC+"+&+(分别为’"7的第6行元素构成的列向量,则’#在向量损失函数下是7!在!C中的容
许估计的充要条件是%C$$&86F;6#或"$$&86*;6"但存在某个61"使得$&6#86[;66#成立!;66#为;6的第6#个分量元
素,对一切6均成立"6FC+"+&+($,
证明!由引理C知"’#在向量损失函数下是7!在!C中的容许估计问题"可以转化为(个线性函数在

平方损失函数下在$C中的容许估计问题,再由定理C可知结论成立, 证毕

在模型!!$中取$F*%时!*%表示%H%阶单位矩阵$"得到 O,7<<,/分布均值齐次线性估计可容许的充
要条件"与文献)**中定理":"相同,
":"!非齐次线性估计的容许性

8&#I9在$"F’8&#I9G8F!8C"8""&"8%$&"86%#"6FC+"+&+%"9Z#(中"估计 ;&!"其中 ;F!;C";""&"
;%$&为%维列向量"则在平方损失下"有

5!8"9#!$F"!8&#I9Y;&!$"F"!8&#Y8&$!I9Y;&!$"F

8&$A705!!C"!""&"!%$$&8I!!8&$Y;&$!I9$
"F!

!8&$C$
"

!8&$"$
"

-
!8&$%$











"

I!!8&$Y;&$!I9$" !M$
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引理L!在平方损失函数下"8&#I9在$"中是;&!的容许估计充要条件是%8&#在$C中是;&!的容许估
计,
证明!必要性,假设8&#I9在$"中是;&!的容许估计,若8&#非容许"由定理C可知$6&8%;6"6FC+"+

&+%且至少有一个6使不等号成立,取$&8F;"有!!8&$Y;&$!I9$"Z9"且$6&8%;6F$6&&8"由!M$式及引理"
得到&8&#I9优于8&#I9"即8&#I9非容许,与假设相矛盾,
充分性,假设8&#在$C中是;&!的容许估计,若定理C中条件C$成立"则由9Z#+!M$式及引理""知;&

$YC#I9容许#若定理C中条件"$成立"如果8&#I9非容许"则存在&8&#I<优于8&#I<,即有

!&

!&8&$C$
"

!&8&$"$
"

-
!&8&$%$











"

$!&

!&8&$C$
"

!&8&$"$
"

-
!&8&$%$











"

I!!&8&$Y;&$!I<$"$!&

!8&$C$
"

!8&$"$
"

-
!8&$%$











"

I!!8&$Y;&$!I9$" !E$

对一切!"!<I$%成立,
因为8&#在$C中容许"则不妨设$C&8[;C"则存在!#"!<

I$%"使得!8&$Y;$!#I9F#,取 !#第一个分

量元素为
Y9

8&$CY;C
"其它分量元素趋向零,于是有 Y9

8&$CY;C
.!&8&$C$

"$ Y9
8&$CY;C

.!8&$C$
""即&8&$C$8&$C,根

据引理"及!E$式知"必有!!&8&$Y;&$!$"$!!8&$Y;&$!$""又有$&C8[;C"固定!C"令!6+#"6F"+*+&+%"有
!$C&&8Y;C$

"$!$C&8Y;C$
"成立"即$C&&8%$C&8"于是$C&&8F$C&8,仿照引理$的证明"可以得到$6&&8%$6&8"6F

"+*+&+%,如果对于6Z"有$6&8Z;6"不妨设6F""固定!""令!6+#"6FC+*+D+&+%"结合!!&8&$Y;&$!$
"$

!!8&$Y;&$!$""有!$"&&8Y;"$
"$!$"&8Y;"$

""因为$"&&8%$"&8Z;""所以$"&&8F$"&8,
可知定理C的条件"$成立时"有$&&8F$&8"即&8F8"将此式代入!E$式"可得!!&8&$Y;&$!I<$"$!!8&$Y

;&$!I9$"对一切!"!<I$%成立,

取!#第一个分量元素为
Y9

8&$CY;C
"其它分量元素为零,于是有 !$C&8Y;C$

Y9
8&$CY;C

I( )<"$#等价于 9F
<"即&8&#I<F8&#I9,所以条件"$成立时"&8&#在$C中是;&!的容许估计必有8&#I9在$"中是 ;&!的容许
估计, 证毕

可结合引理C及引理L得出下述定理,
定理*!设’#I)"!""估计7!"其中’"7为(H%阶矩阵"则’#I)在向量损失函数下是7!在!"中

的容许估计的充要条件是%’#在向量损失函数下是7!在!C中的容许估计,
在模型!!$中取$F*%时!*%表示%H%阶单位矩阵$"得到 O,7<<,/分布均值的非齐次线性估计可容许

的充要条件"与文献)**中的定理*:C相同,
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