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古典概型中随机事件相互独立性与素数的关系
!

王 毅 刚
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摘!要!本文在古典概型和概率空间!!#!#!"$C%上#讨论随机事件相互独立与素数的关系&利用古典概型概率计
算方法#证明概率空间!!#!#!"恰有"个相互独立的随机事件的充要条件是样本空间!的样本点个数可以分解成"
个素数的乘积&
关键词!概率空间’概率’样本空间’"#代数’随机事件’相互独立性’素数
中图分类号!E"CC)C 文献标识码!F!!! 文章编号!CDG"HDD%*""##$##*H##G#H#"

!"#$#%&’()*+"(,-#’.##*/*0#,#*0#*’$&*0)123#*’+&*045(1#
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=M’’/7/A’(’/A’/=.0/A,9’;’/=<0/A(.79’/-9L’.<)N’40;’(.,;’A=40=(.,L0L717=><(0?’"!$!$!#O-<=40<"7/A’(’/AH
’/=.0/A,9’;’/=<,/1>72=4’’1’9’/=/-9L’.7/<09(1’<(0?’!90>L’.’<,1;’A7/=,=4’(.,A-?=,2"(.79’/-9L’.<$L>
9’0/<,2(.,L0L717=>?01?-10=’9’=4,A,2?10<<7?(.,L0L717=>9,A’1)
>#;.)50+!(.,L0L717=><(0?’%(.,L0L717=>%<09(1’<(0?’%"H015’L.0%.0/A,9’;’/=%7/A’(=/A’/=%(.79’/-9L’.

!!定义C!若%是一个集合"其元素个数为 ""记
P%Q"$
定义"!!!"!"!#是一个概率空间"其中P!Q

,"!Q%%R%"!&"称 !的任一元素 %为事件"也称

%为 "#代数 !中的事件"P%Q""!!%#Q",$称 !

为样本空间"!是事件域$
显然定义"是一个古典概型$
本文均在古典概型和概率空间!!"!"!#上讨

论"样本空间元素个数均为有限"且样本空间元素个
数不小于C$
定义*!若%和-均是"#代数 !中的事件"且

!!%-#Q!!%#!!-#"称 %和 -是概率空间!!"!"
!#上相互独立的事件"或简称 %和 -相互独立"否
则称%和-不相互独立$
定义S!若%是"#代数!中的事件"且%#."%

#!"称%为随机事件$

引理C!相互独立的两个随机事件的交积非
空$
证明!设 %和 -是相互独立的随机事件"用反

证法"若 %-Q."则 !!%-#Q#"因为 !!%#T#"!
!-#T#"所以 !!%#!!-#T#"从而 !!%#!!-#T
!!%-#"于是 %和 -不相互独立"这与 %和 -相互
独立的假设矛盾$ 证毕

定理C!若概率空间!!"!"!#上存在"个相互
独立的随机事件 %和 -"设P!Q,"P%Q,C和P-Q

,"",C和 ,"的素数分解式分别为 /C/"’/0
(")和

1C1"’12"则/C/"’/0和 1C1"’12中必有 /)和 13"使
/)和13整除,"其中C$)$0"C$3$2$
证明!设P%-Q4"由引理C知%-#.

则 C$4$97/%,C","&
由%和-是随机事件有,5U,"5QC*"
因为
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又因为!!%-#Q!!%#!!-#"所以 4,Q
,C
,
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,",Q

,C,"
4 "从而 4U97/%,C","&

,4Q/C/"’/01C1"’12
设4的素数分解式为4C4"’46"则

45R/C/"’/01C1"’12"5QC*"*’*6
因为45为素数"5QC*"*’*6"所以 45等于 /C"

/""’"/0"1C"1""’12中的一个"5QC*"*’*6$
因为4U97/%,C","&"所以 ,C和,"不可能整

除4"从而/C/"’/0和1C1"’12中必有 /)和 13"使 /)
和13整除,"其中C$)$0"C$3$2$ 证毕

定理"!设P!Q,""为不小于"的自然数"则
概率空间!!"!"!#存在 "个相互独立的随机事件
的充要条件是 ,可以分解成 "个大于C的自然数
的乘积$
证明!必要性$由 "为不小于"的自然数"设

随机事件%C"%""’"%"相互独立"设P%5Q45"5QC*
"*’*""由定理C"45中必有素数 /5整除 ,"5QC*
’*""从而 /C/"’/"R,"于是 ,可以分解成 "个大
于C的自然数的乘积$
充分性$设,Q/C/"’/""CU/5U,"/5为自然

数"5QC*’*"$设
!Q%+)C)"’)"R)3QC*"*’*/3"3QC*"*’*"&
因为%5Q%+)C)"’)5VCC)5WC!’!)"R)3QC*"*’*/3"3#

5"3QC*"*’*"&"5QC*"*’*""所以 %5为随机事

件"5QC*"*’*""计算可得!!%5#Q
C
/5
"因为对任意

0%%""*"’""&"任意 45%%C"""*"’""&"5QC*"*

’*0"4CU4"U’ U40"!!%4C%4"’%40#Q
C

/4C/4"’/40
Q

!!%4C#!!%4"#’!!%40#
所以随机事件%C"%""’"%"相互独立$ 证毕
定理*!设P!Q,""为不小于"的自然数"则

概率空间!!"!"!#恰有 "个相互独立的随机事件

的充要条件是,可以分解成"个素数的乘积$
证明!必要性$"为不小于"的自然数"由定

理"",可分成 "个数的乘积"设这 "个数为 /C"/""
’"/""若/C"/""’"/"中有非素数/3"则/3Q/1"/和
1为大于C自然数"从而,可以分解成"WC个大于
C的自然数的乘积"由定理""则概率空间!!"!"!#
存在"WC个相互独立的随机事件(*)"这与概率空间
!!"!"!#恰有"个相互独立的随机事件矛盾$
充分性$用反证法""为不小于"的自然数"由

定理""则概率空间!!"!"!#存在 "个相互独立的
随机事件"若存在 0个相互独立的随机事件"且 0T
""由定理"",可以分解成 0个大于C的自然数的
乘积"从而,可以分解成大于 "个素数的乘积"由
自然数分解成素数的乘积是唯一的"这与 ,可以分
解成"个素数的乘积矛盾$所以概率空间!!"!"
!#恰有"个相互独立的随机事件$ 证毕

定理S!设P!Q,"则概率空间!!"!"!#不存
在两个相互独立的随机事件的充要条件是 ,为素
数$
证明!必要性$用反证法"若 ,不是素数"则

存在大于C的自然数/和1"使 ,Q/1"由定理""概
率空间!!"!"!#存在两个相互独立的随机事件"这
与概率空间!!"!"!#不存在两个相互独立的随机
事件矛盾$
充分性$若概率空间!!"!"!#存在两个相互

独立的随机事件"由定理""则 ,不是素数"这与 ,
是素数矛盾$ 证毕
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#H强单调半连续映象的 Y.,MA’.变分不等式解的
Z<47[0M0迭代算法!

罗春林#姚益民
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摘!要!在\71L’.=空间7中#在8]7&7有界##H强单调和半连续条件下#利用次微分#$算子的性质#将求变分不
等式(86#9#:V6)’$!6"V$!:"#(:%;的解转化成求集值 #H强伪压缩映象的不动点#得到 Y.,MA’.变分不等式
(86V9#:V6)’$!6"V$!:"#(:%7的带有误差的Z<47[0M0迭代算法#在适当假设下证明了该迭代算法强收敛于
不等式的唯一解&本文结果改进和推广了文献中部分已知的结果&
关键词!\71L’.=空间’##强单调’##强伪压缩’Z<47[0M0迭代算法’半连续’Y.,MA’.变分不等式
中图分类号!ECGG)%C 文献标识码!F!!! 文章编号!CDG"HDD%*""##$##*H##G"H#S

!"#/+"(?&.&/’#5&’(3#=%@)5(’"1+’)A)%7’()*+)B-5).0#5C&5(&’()*&%
/*#D7&%(’(#+.(’"!EA’5)*@%;<)*)’)*#&*0A#1(:)*’(*7)7+<&,,(*@

<=>?@6"#A)"$(%>()#,)"
"̂’(0.=9’/=,2I0=4’90=7?<$_0/5A7/580=7,/01<‘’0?4’.<3,11’5’$_0/5A7/5&7?4-0/D"D##C$347/0#

=8+’5&:’!Z/\71L’.=<(0?’7$M’,L=07/=4’Z<47[0M07=’.0=7;’015,.7=49<M7=4’..,.<=,<,1-=7,/<,2Y.,MA’.;0.70=7,/017/’H
6-017=7’<&86V9$:V6’’$"6#V$":#$(:%7M7=4#H&=.,/51>I,/,=,/’$L,-/A’A0/A&’97H?,/=7/-,-<I0((7/58!7&
7)‘4’.’<-1=<,2=47<(0(’.79(.,;’0/A5’/’.017K’90/>[/,M/.’<-1=<7/=4’17=’.0=-.’)
>#;.)50+!\71L’.=<(0?’%#H<=.,/51>9,/,=,/’%#H<=.,/51>(<’-A,?,/=.0?=7;’%Z<47[0M07=’.0=7;’015,.7=49<%A’97?,/=7/-H
,-<%Y.,MA’.;0.70=7,/017/’6-017=7’<

!!定理C(C)!设;是可分自反Y0/0?4空间"设8];&;!是有界单调半连续映象"$];&!Va"Wa)是
真凸下半连续泛函"设存在B#%;满足条件

,8B"BVB#-W$!B#
)B) &Wa"B%;")B)&a !C#

则对给定的9%;!"存在6%;满足变分不等式
,86V9":V6-’$!6#V$!:#"(:%; !"#

称8有界是指对任意C*;有界"则8的像8!C#亦有界$显然"若8是b7(<47=K连续的"则8必有界$
在\71L’.=空间中"8,,.*c40/5*周武*毕中胜在8强单调*b7(<?47=K连续时"利用辅助变分原理或利用次

微分#$的预解算子技巧"给出了求变分不等式!"#解的迭代算法(*dG)$
本文在\71L’.=空间7中"在8是##强单调*有界*半连续条件下"利用次微分#$算子的性质"将求变分

不等式!"#的解转化成求集值##强伪压缩映象的不动点"给出Y.,MA’.变分不等式!"#的带有误差的Z<47[0H
M0迭代算法$该算法将文献("dX)中要求算子8]7&7满足强单调和 b7(<?47=K连续性条件分别降到 ##
强单调*有界半连续"从而改进和推广了文献("dX)等的相应结果$
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C!预备知识
设7是实\71L’.=空间",.".-和).)分别表示7的内积和范数$需要讨论的问题是"在 \71L’.=空

间中"设映象8]7&7和泛函$]7&$+%Wa&"对任意的9%7"求6%7使
,86V9":V6-’$!6#V$!:#"(:%7 !*#

为了得到主要结果"需要下列概念和结果$
定义C!称集值映象%]7&"7是 ##强单调的"如果存在严格增加泛函 #+(#"a#&(#"a#"满足

#!##Q#"#严格增加"且#!D#&Wa"D&a"使得对(D":%7"(9C%%!D#"(9"%%!:#满足
,9CV9""DV:-’#!)DV:)#)DV:)

则称集值映象E]7&"7是##强伪压缩的"如果FVE是##强单调的"其中"F为恒等映象$
当%是单值映象时"就得到单值映象的##强单调和 ##强伪压缩的定义$集值映象 E]7&"7是 ##强

伪压缩的当且仅当对(D":%7"(%%E!D#"(&%E!:#满足,%V&"DV:-$)DV:)"V#!)DV:)#)DV
:)"其中"#满足#!D#&Wa"当D&a$
定义"(%)!设;是Y0/0?4空间"$];&$+%Wa&是一真泛函$若存在9%;!"使得 $!:#V$!D##’

!9":VD##"(:%;$则称$在D#处是次可微的"并称9为$在 D#处的次梯度$在D#处的一切次梯度的集
合用#$!D##记之"称为$在D#处的次微分$

引理C(C#)!设;是自反严格凸Y0/0?4空间"$];&$+%Wa&是一真凸下半连续泛函$则#$];&";
!
是

极大单调映象$
引理"!1%7是变分不等式!*#的解的充分必要条件是"1%7是集值映象 E]A,9!#$#&"7的不动点"

即1%E!1#"其中E!6#定义为E!6#Q6W9V86V#$!6#$
证明!必要性$设1%7是变分不等式!*#的解"故有

,81V9":V1-’$!1#V$!:#"(:%7 !S#
由$的次微分的定义和上式得9V81%#$!1#"则有!!!!1%1W9V81V#$!1#QE!1# !$#
即1是映象E的不动点$
充分性$设1是映象E的不动点"所以有!$#式成立"则#%9V81V#$!1#"即9V81%#$!1#$由 $的

次微分的定义可知!S#式成立"所以1是变分不等式!*#的解$ 证毕

引理*!若8]7&7是##强单调的"$]7&$+%Wa&是真凸下半连续泛函"则集值映象 E!6#Q6W9V
86V#$!6#是##强伪压缩的$
证明!对任意6C"6"%C!#$#"任取9C%E!6C#"9"%E!6"#"则存在3C%#$!6C#"3"%#$!6"#"使9CQ6CW9

V86CV3C"9"Q6"W9V86"V3"$再由8的##强单调性和#$的单调性有
,9CV9""6CV6"-Q,6CV6"V!86CV86"#V!3CV3"#"6CV6"-Q

)6CV6")
"V!86CV86""6CV6"#V!3CV3""6CV6"#$)6CV6")

"V#!)6CV6")#)6CV6")
由6C"6""9C"9"的任意性知"E!6#是##强伪压缩的$ 证毕

"!主要结果
定理"!设8]7&7是##强单调*有界和半连续的"$]7&$+%Wa&是真凸下半连续泛函"则变分不等

式!*#有唯一的解1$
证明!唯一性$设变分不等式!*#有两个解6C"6""则有

,86C":V6C-’$!6C#V$!:#!(:%G !D#
,86"":V6"-’$!6"#V$!:#!(:%G !G#

在!D#式中取:Q6""在!G#式中取:Q6C"然后相加并注意到8的##强伪单调性得
#$,86CV86""6"V6C-QV,86CV86""6CV6"-$V#!)6CV6")#)6CV6")

由#!D#的严格递增性知6CQ6"$
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存在性$由定理C"只须验证!C#式成立$因为$是真凸下半连续的"由文献(")中定理CHSHX!$#知"
存在@%7"4%$"使$!B#’!@"B#W4"(B%7$对固定的B#%A,9!#$#"由8的##强单调性和上式有

,8B"BVB#-W$!B#’,8BV8B#"BVB#-W!@"B#W4W,8B#"B-V,8B#"B#-’
#!)BVB#)#)BVB#)V)@).)B)VR4RV)8B#).)B)V)8B#).)B#)’

#!)BVB#)#)BVB#)V)B)!)@)W)8B#)#VR4RV)8B#).)B#)’#!)BVB#)#!)B)V)B#)#V)B)/W2
其中"/Q!)@)W)8B#)#"2QVR4RV)8B#).)B#)都为常数$由#!D#的性质有

,8B"BVB#-W$!B#
)B) ’#!)BVB#)#CV

)B#)
)B( )) V/W 2

)B)&
Wa!!)B)&a#

所以变分不等式!*#的解存在且唯一$ 证毕

定理*!设7是可分的\71L’.=空间"8]7&7"$]7&$+%Wa&满足定理"的条件$E!6#Q6W9V86V
#$!6#"6%A,9!#$#$设%6"&"%B"&是7中两个序列"%’"&"%("&是(#"C)中两个序列"满足条件C#’"&#"

("&#!"&a#"且,
a

"Q#
’"Qa/"#)6")QI!’"#"且)B")&#!"&a#$

对任意给定的D#%7"定义具误差的Z<47[0M0迭代序列%D"&如下
D"WCQ!CV’"#D"W’"&"W6""存在&"%E!:"#"("’#
:"Q!CV("#D"W("%"WB""存在%"%E!D"{ #

!X#

使%D"&a"Q#"%:"&a"Q#"A,9!#$#和%%"&a"Q#%&"&a"Q#有界"则%D"&强收敛于变分不等式!*#的唯一解1$
证明!因%%"&a"Q#"%&"&a"Q#有界"令

JQ90e%<-("’#%)%"V1)&"<-("’#%)&"V1)&&W)D#V1) !%#
KQJW,a

"Q#)6")WC !C##
由!X#d!C##式和归纳法容易得到!!!!)D"V1)$JW,a

"Q#)6")$K!("’# !CC#
因此有 90e%)!CV’"#!D"V1#W’"!&"V1#)"C&$90e%K"C&QK"("’# !C"#

90e%)!CV("#!D"V1#W("!&"V1#)"C&$90e%K"C&QK"("’# !C*#
由E!D#的##强伪压缩性有
,&"V1"D"WCV1-Q,&"V1":"V1-W,&"V1"D"WCV:"-$):"V1)

"V#!):"V1)#):"V1)WJ" !CS#
其中J"Q,&"V1"D"WCV:"-$下证 179"&aJ"&#"已知%D"&"%%"&"%&"&"%6"&"%B"&都是有界序列"由条件C#*"#

及!X#式有
)D"WCV:")Q)!("V’"#D"W’"&"V("%"W6"VB")$
R!("V’"#R.)D")W’")&")W(")%")W)6")V)B")&#"!"&a#

!C$#

所以 RJ"RQR,&"V1"D"WCV:"-R$K)D"WCV:")&#"!"&a#
由!X#d!C*#式"知 ):"V1)
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