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摘!要!提出对于轨道!"#$!%"的!&极限集!"&极限集"中任意点%#都是迭代序列#$’!%"$!#$F’!%"$"的某一子列的

极限%并给出文献&C’中一个具体不等式的更严密的形式(对文献&CG*’的结论作了进一步推广%设$%#%$都是定义

在区间(上可迭代的函数%而且对一切%"(%有#!%"#$!%"#$!%"%那么C"如果#%$都递减%则当’为偶数时%!#$

$"
’
"!%"#$’!%"#!$$#"

’
"!%"(当’为奇数时%#$!$$#"

’FC
"!%"#$’!%"#$$!#$$"

’
"!%"(""如果#%$都递增%则

#’!%"#$’!%"#$’!%")
关键词!函数(迭代(不等式(极限
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!!设!/"%$是一个拓扑空间"$V/%/是/到自身

的一个映射%记$’!%$W$$!$’FC!%$$#$#!%$W%!’
为正整数$%称$’!%$为$!%$的’次迭代"并称’为

$’关于$的迭代指数%从定义可见"$#W,0"$1$$’W
$1X’"其中,0表示恒同映射%

一些简单的初等函数经过 ’次迭代之后"它的

结构与性质都将可能变得十分复杂%同时"当 ’%
Y时它的极限还会出现许多意料不到的结果%文献

&C’在关于迭代的计算方面仅研究了不动点法与共

轭相似法"同时在共轭相似法中没有涉及如何求桥

函数的问题"文献&D’G&J’对自映射作了讨论%本

文进一步论证了应用归纳法对于一些函数迭代的讨

论是非常有效的"并且说明一个函数 $通过不同的

桥函数-可以获得不同的函数 2与 $共轭%事实

上"求桥函数并没有一般的方法%针对具体函数 $"
通过2W-$$$-FC"尽可能使2易于求迭代为前提来

考虑所需的桥函数 -%至于无法求出迭代结果时"
对其迭代考虑极限与估计有时成为必需%本文不仅

讨论了轨道!"#$!%$的!&极限集!"&极限集$中任意

点都是迭代序列($’!%$)!($F’!%$)$的某一子列的

极限的问题"而且对文献&C’中给出的如果 #!%$"
$!%$都是增函数并且 #!%$#$!%$#$!%$时"则

#’!%$#$’!%$#$’!%$成立这个命题的条件推广到

更为一般的情况"并给出了严格证明%至于文献
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&C’在没有任何条件下要证明不等式
%

CX*’%! "
[

<7/<7/*<7/{

’

%[ %

CX’%
"

! $

成立"其实存在不妥之处%

例如%W"3!!3":$时不等式都不成立%经过研究

之后指出不仅需补充 %的范围"而且在给出一个 %
的具体取值范围时将各项加上了绝对值%

C!迭代的计算

C4C(C)!不动点法

设%#为$的不动点"即 $!%#$W%#"那么 $’!%#$
W%#"因此如果能断定一个函数 $迭代的基本代数

形式"可以通过设置待定常数"并用$的不动点%#来

确定这些常数%
例C(C)!设 $!%$W5%X#"5+#";"5&C"求

$’!%$%
解!首先"$是线性的"可以肯定 $’也是线性

的"不妨设 $’!%$W5’%X6"其中 6是待定的%从

$!%$W%解出 $的不动 点 %#W
#
CF5"由 此 也 必 有

$’!%#$W%#"即有 5’, #
CF5X6W

#
CF5"从而解得 6

W#F5
’#

CF5"所以$’!%$W5’%X#F5
’#

CF5%

C4"!数学归纳法

通过对一个给定的函数简单迭代$"!%$或$*!%$
的计算结果"从中发现 $’!%$的可能结果"然后用数

学归纳法加以证明之%

例"!设 $!%$W %
5X#%"5+#";"5#&#"求

$’!%$%
解!首先经过计算可得

$"!%$W %
5"X!CX5$#%

"

$*!%$W %
5*X!CX5X5"$#%

"

若 $’!%$W %
5’X!CX5X*X5’FC$#%

"

则

$’XC!%$W

%
5X#%

5’X!CX5X*X5’FC$#, %
5X#%

W

%
5’!5X#%$X!CX5X*X5’FC$%

W

%
5’X!CX5X*X5’FCX5’$#%

由归纳法可得

$’!%$W %
5’X!CX5X*X5’FC$#%

!!’WC"""*$成

立%
C4*(C)!共轭相似法

如果存在可逆函数-!%$"使函数$与2满足$W
-FC$2$-"就称$与2共轭"记为$G2"这里函数-称

为$与2的桥函数%
设$G2"-为桥函数"那么由$W-FC$2$-可导出

$’W-FC$2’$-%
常常利用这一性质"设法通过桥函数将一个复

杂函数的迭代转化为与它共轭的较简单的函数迭

代"而且$W-FC$2$-"可得 2W-$$$-FC%由此可见"
当选择不同的桥函数 -时"就可以得到不同的函数

2与$共轭%所以"共轭相似法关键是要选择合适的

桥函数-"使得与$相似的函数 2尽可能简单"并使

它的迭代能容易计算出来%应该说求合适的桥函数

没有一个普遍适用的方法"通常只能根据具体问题

进行考虑%

例*!设$!%$W%X*
*
%!"X**!%XC"计算$’!%$

的表达式%

解!令-!%$W%
C
*"-FC!%$W%*"从而

2!%$W-!%$$$!%$$-FC!%$W%XC
于是 $!%$W-FC!%$$2!%$$-!%$"2’!%$W%X’

$’!%$W-FC!%$$2’!%$$-!%$W!*!%X’$
*%

例D!设$!%$W0.??,<!<7/%$"计算 $’!%$的表

达式%

解!令-!%$W?,<"%"-FC!%$W0.??,<!%
从而 2!%$W-!%$$$!%$$-FC!%$WCF%
于是 $!%$W-FC!%$$2!%$$-!%$"

$’!%$W-FC!%$$2’!%$$-!%$
当’为奇数时"2’!%$WCF%#当 ’为偶数时"2’!%$
W%%故有

$’!%$W
0.??,<!<7/%$!!’为奇数时

0.??,<!?,<%$!!’为偶数时{ %

"!极限与不等式

命题C!在度量空间中对任意 %#"!$!%$或 %#
""$!%$"存在序列’,%Y"使

179
,%XY
$’,!%$W%#或 179

,%XY
$F’,!%$W%#%
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证明!!$!%$W’’"<($
3!%$V3(’)"

"$!%$W’’"<($
F3!%$V3(’)

若%#"!$!%$"那么对一切 ’"<"都有 %#"

($3!%$V3(’)%由 于 %#" ($
3!%$V3(C)"则 存 在

$’C!%$"6!%#"C$"而 %#"($
3!%$V3(’C)"则 存 在

$’"!%$"6!%#"
C
"$且 ’"\’C%一 般 地"由 于 %#"

($3!%$V3(’,FC)"则存在 $’,!%$"6!%#"
C
,$且 ’,\

’,FC%从而有]$’,!%$F%#][
C
,"因此有 179

,%Y
$’,!%$W

%#%同理当%#""$!%$"则179,%Y$
F’,!%$W%#% 证毕

这个命题表明对于!$!%$或 "$!%$中任意一点

%#"都有迭代序列($’!%$)或($F’!%$)的一个子列以

%#为极限%
命题"!设$"#"$都是定义在区间 (上可以迭

代的函 数"而 且 对 一 切 %"("有 #!%$#$!%$#
$!%$"那么

C$若#"$都递减"则’为偶数时"!#$$$
’
"!%$

#$’!%$#!$$#$
’
"!%$&$’#’为奇数时"#$!$$#$

’FC
"

!%$#$’!%$#$$!#$$$
’
"!%$#

"$&C’如果 #"$都递增"则 #’!%$#$’!%$#
$’!%$%

证明!C$仅对 ’为偶数时加以证明"’为奇数

的情况类似%
由已知"有

#!$!%$$#$!$!%$$#$!$!%$$ !C$
由于#"$都递减"结合已知条件有

!#!$!%$$##!$!%$$#$!$!%$$#$!#!%$$ !"$

因此由!C$+!"$式得"当 ’W"时"!#$$$
’
"!%$#

$’!%$#!$$#$
’
"!%$成 立"当 ’W"3时"又 有

!#$$$
’
"!%$#$’!%$#!$$#$

’
"!%$成立%

即 !#$$$3!%$#$"3!%$#!$$#$3!%$ !*$
成立%

由已知"有
#!$"3!%$$#$"3XC!%$W$!$"3!%$$#$!$"3!%$$

由于#"$都递减"再结合!*$式得

$!$"3!%$$#$&!#$$$3!%$’"
#!$"3!%$$(#&!$$#$3!%$’

即有

#&!$$#$3!%$’#$"3XC!%$#$&!#$$$3!%$’!D$
又由已知可得

#!$"3XC!%$$#$!$"3XC!%$$W$"3X"!%$#$!$"3XC!%$$!$$
由于#"$都递减"结合!D$式得

$!$"3XC!%$$#$(#&!$$#$3!%$’)W!$$#$3XC!%$!J$
#!$"3XC!%$$(#($&!#$$$3!%$’)W!#$$$3XC!%$!E$

由!$$+!J$+!E$式得

!#$$$3XC!%$#$"3X"!%$#!$$#$3XC!%$
成立"即’W"3X"时也成立%由归纳法当’为偶数

时"总有!#$$$
’
"!%$#$’!%$#!$$#$

’
"!%$%

"$由已知当’WC时结论显然成立%
设’W3时成立"即

#3!%$#$3!%$#$3!%$ !̂$
那么

!#!$3!%$$#$3XC!%$W$!$3!%$$#$!$3!%$$ !%$
而由#"$都递增及!̂$式可得

#!$3!%$$(#!#3!%$$W#3XC!%$#
$!$3!%$$#$!$3!%$$W$3XC!%$

!C#$

由!%$+!C#$式可得当 ’W3XC时 #’!%$#
$’!%$#$’!%$成立"从而对一切’有#’!%$#$’!%$
#$’!%$% 证毕

例$!设$!%$W<7/%"$’!%$7<7/<7/*<7/%

     

’

"求证

]%]
CX*’%! "

#]$’!%$]# ]%]

CX’%
"

! $

在]%]# !C#" 时成

立%
证明!若%(#"则要使不等式

CFC"-%
"XCD-%

DFCJ-%
J("#F%%

"

"#X%"
!CC$

成立"经过化简可得"!CC$式等价于不等式 "D#X
C#%"F%D(#"即

%"# !$X "J$ !C"$
同时"要使不等式

CFC"-%
"XCD-%

D#DX%
"

DX*%"
!C*$

成立"经过化简可得"!C*$式等价于不等式

%"[*"* !CD$

由?,<%的_01>,.展开式

?,<%WCFC"-%
"XCD-%

DFCJ-%
JXC-̂%

^F*!%";$

可得

?,<%(CFC"-%
"XCD-%

DFCJ-%
J"

?,<%#CFC"-%
"XCD-%

D
!C$$
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当%"#C#时"!C"$+!CD$式都成立"再由!C$$
式得

"#F%%"

"#X%"
#?,<%#DX%

"

DX*%"
!CJ$

将%"#C#及!CJ$式中%换成"%"得!"%$"#C#"即%"

#$"时有

"#F%‘D%"

"#X%"
#?,<"%# DXD%"

DX*‘D%"

整理之后可得"当##%#!C#" 时"有

%
CX*%! "

#<7/%# %

CX%
"

! $

如果令!&!%$W %
CX*%! "

"$!%$W %

CX%
"

! $
经过求导数运算可得

&!%$W C
*
!CX*%"$! "

"$!%$W C
*

CX%
"( )$!
"

从而在 #"!C#[ ]"
上"&!%$与 $!%$都递增"对

于&!%$"令-!%$W%""-FCW!%"则有2!%$W-!%$$

&!/$$-FC!%$W %
CX*%%根据例 "可得 2’!%$W

%
CX*’%"从而

&’!%$W-FC!%$$2’!%$$-!%$W %
CX*’%! "

"

同理 $’!%$W %

CX’%
"

! $

由命题"的结论"$可得"当%" #"!C#[ ]"
时"有

%
CX*’%! "

#$’!%$# %

CX’%
"

! $

!CE$

当%" F!C#" "[ ]#时"F%" #"!C#[ ]"
"将 F%代入

!CD$式并注意到$’!F%$WF$’!%$"有
F%
CX*’%! "

#F$’!%$# F%

CX’%
"

! $

总之"当]%]#!C#" 时"

]%]
CX*’%! "

#$’!%$# ]%]

CX’%
"

! $

!Ĉ$

成立%

同时"由!Ĉ$式即可得)%" F!C#" "
!C#[ ]"

"

都有 179
’%Y
$’!%$W#% 证毕
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