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用复杂网络理论研究疾病的传播
!

孙 胜 秋

（北京交通大学 理学院，北京 %###**）

摘! 要：概述了用复杂网络的理论来研究两个传染病模型，即 ?CD 模型和 ?C? 模型，以及在这两个模型中如何计算疾

病的传播阈值。由复杂网络的局部渐近性质———在图中节点的总个数趋于E 时，图具有局部树形结构，可知 ?CD 模

型可以用分支过程理论来研究，从而根据母函数的方法可得到一些很好的性质。而 ?C? 模型可以通过平均场的理论

得以理解，且知不论在度相关 ?(01’FG.’’ 网络中还是度不相关 ?(01’FG.’’ 网络中都不存在非零传播阈值。
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! ! 疾病的传播可看作是一个随机复杂网络，在这

里用点代表可能通过传染或感染影响疾病传播行为

的个体，如果两个个体之间通过某种方式可能直接

发生传染与被传染的关系，就在他们之间连一条边。

%! 两个传统的传染病模型

先介绍两个传统的传染病模型，此模型被称为

充分混合模型。在此模型中，假定在网络中任意两

个节点之间都可能存在传播疾病的边，相当于在完

全图上讨论问题［% Y K］。

%) %! ?CD 模型

%P 世纪 "# 年代 Z,T’11 D’’A 和 [0A’ \09S=,/
G.,<=［%］最初构建了 ?CD 模型（ 充分混合模型）。该

模型把人划分为 J 类：易感类（ <-<(’S=7U1’，此类人并

未染病但会被传染类个体传染），传染类（ 7/2’(=7;’，

此类人已患有疾病并会传染给其他人），康复类（ .’F
(,;’.’A，此类人已从疾病中康复过来，并具有免疫

力）。?CD 模型用于研究这 J 类人的数量随着时间

的变化规律。

用 !（ ,），-（ ,），.（ ,）表示这 J 类人在某时刻 , 的

数量，/（ ,）] !（ ,）0 #，*（ ,）] -（ ,）0 #，1（ ,）] .（ ,）0 #，

用 ! 表示单位时间内任意易感类个体被一传染类个

体传染的一致概率，" 表示单位时间内传染类个体

康复并具有免疫力的比率，则此模型可用下列微分

方程来描述：
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$% %& ’(’ 模型

并不是任何疾病其康复者都会对这种病产生免

疫力，一些不能自我控制但能通过药物治疗的疾病，

康复的人通常会被病人再次传染上。结核病和淋病

是两个大量研究的例子。计算机病毒也属于这种类

型（计算机可以通过杀毒软件清除其中的计算机病

毒，却抵御不了病毒的再次袭击）。

所谓的 ’(’ 模型就是携带这种病的人治愈后不

是从传染类转到康复类，而是转回到易感类。此模

型可用微分方程描述：

!!
!" " # !#! ) "#，!#!" " !#! # "#

在上述 % 个模型中，虽然给出了疾病传播的基

本的动力系统，但在实际生活中是不现实的，因为疾

病只能在有实际身体接触的人之间传播，而在上述

模型中任意人都有可能被所有病人传染，亦即疾病

传播网络中所有结点具有相同的度（ 结点的度是指

它连接边的个数）。在现实世界的疾病传播中，有

必要考虑度分布不均匀的情况［%］（度分布是指具有

某个度的结点出现的概率分布）。近年来文献中有

不少 关 于 疾 病 在 任 意 度 分 布 网 络 中 传 播 的 研

究［* + $%］。

笔者已经严格证明了在度序列给定的随机图

中，有一个渐近局部性质：在图中节点的总个数趋于

,时，随机选择一个点 &，距离它小于等于 ’ 的所有

点形成的导出子图 (’（&）无圈。在巨大分支还没出

现的情况下，分支的大小都是有限的，结果表明有限

分支包含圈的概率是趋于 - 的，是一个树形结构，所

以可用 ./0 分支过程的理论来讨论疾病在任意度

分布网络中传播的性质。本文简要介绍如何把传统

的疾病传播模型推广为任意度分布网络上的传染过

程。

%& 现实世界中的传染病模型

%1 $& 任意度分布的 ’(2 模型

把传统的 ’(2 模型推广到任意度分布网络之上

的传染过程，在数学上可以把它看作在同一个网络

上的边渗流过程［3］。在疾病传播网络中，边以一定

概率 ( 传播疾病相当于边渗流理论中边以一定概率

( 被占据，从而可以根据渗流模型得到有关传染病

的预测情况。比如疾病爆发规模的分布，疾病的传

播阈值，以及相变发生后传染病规模的大小。

下面所介绍的这个 ’(2 模型，是讨论随机出现

一个病人，在给定度分布的网络上传播疾病的过程，

而源于很多实际情况。它描述某疾病有一个传染

源，再在人群中传播开来的过程，例如 ’42’ 疾病的

传播。作为初步近似，假定个体对之间的传播概率

$#)与传染类个体的患病周期 ## 均是独立同分布的。

%% $% $& 度不相关网络& 在本小节简要介绍度不相

关网络中几个重要的量。以 *（+, 5 +）记以从网络中

+ 度点出发到达 +,度点的概率。所谓度不相关网

络，是指 *（+, 5 +）与 + 无关。假设网络中具有某个度

+ 的节点出现的概率（度分布）是 *+。对 -"［-，$］，

记 .-（-）"#
+
*+-

+，称 .-（-）为｛*+｝的母函数（ 母函

数是研究非负整数值随机变量的有力数学工具）。

在度不相关网络中，从任意点出发，到达一个度为 +

的邻居 点 的 概 率 为
+*+

#
)
)*)

。记 /+ # $ "
+*+

#
)
)*)

或 /+ "

（+ ) $）*+ ) $

#
)
)*)

，/+ 表示以任意点出发到达一个邻居点，

而这一邻居点另外还有 + 个邻居（称 + 为出度）的概

率（在这里邻居是指有边相连的结点）。记｛/+ ｝的

母函数为 .$（-）"#
+
/+-

+。以 0$（-）记在网络中随

机选择一条边，该边所到达的有限分支的节点个数

分布所对应的母函数。以 0-（-）表示在网络中随机

选择一点，该点所在分支的节点个数所对应的母函

数。可以得到

0$（-）"
-/- ) -/$0$（-）) -/%［0$（-）］% ) ⋯ " -.$（0$（-））

0-（-）"
-*- ) -*$0$（-）) -*%［0$（-）］% ) ⋯ " -.-（0$（-））

笔者已证明网络中渐近地无圈，因此上述公式

渐近地成立。由上述二公式可得随机选择点所在有

限分支的平均大小

〈!〉" 0,-（$）" $ )
.,-（$）

$ # .,$（$）

当 .,$（$）" $ 时，〈 !〉" ,，相变发生，出现巨分支。

巨分支所占比例大小 1 " $ # 有限分支所占比例大

小，因此 0$（$）" .$（0$（$）），

1 " $ # 0-（$）" $ # .-（0$（$））

设 2 是 .$（2）" 2 的最小非负实数解，由上式知 0$

（$）" 2，故 1 " $ # .-（2）。而 2 " 0$（$）是随机边

到达有限分支的概率。

%% $% %& 任意度分布网络中疾病的传播& 具体描述

这个传播过程：随机出现的一个病人，通过与其邻居
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接触，把病传给这些邻居，然后每个邻居再各自进行

接触传播，如此进行下去，就可知道在整个网络中疾

病的传播情况。

假设 ! 是传染类个体，" 是易感类个体，! 把病传

播给 " 的概率是 #!"，个体 ! 的患病周期为 !!，个体康

复后不会再传染他人，记 $!" 为 ! 传播疾病给 " 的概

率。则 ! 与 " 之间不传播疾病的概率为

! " $!" # $%&
"%$’

（! " #!""%）
!!" & "% # ( " #!"!!，

因此 $!" # ! " ( " #!"!!。

设 #!"，!! 均是独立同分布的随机变量，设其分布

分别为 ’（ #），’（!），则 $!"也是独立同分布的随机变

量，由此可得任意两个人之间传播疾病的概率为

$ #〈$!"〉# ! " %
)

’
’（ #）’（!）( " #! *#*!，（’&$&!）。

从而在此网络中，每条边传播疾病的概率为 $，对应

到渗流理论中，每条边被占据的概率为 $。从而若

随机选择一个点的度为 (，与它相连的 ) 条边被占

据的概率为 +)
( $

)（! " $）( " )，故随机出现的一个病

人，传染疾病给其邻居的个数分布的母函数为

*’（+，$）# #
)

) # ’
#
)

( # )
’(+

)
( $

)（! " $）( " )+( #

#
)

( # ’
’(（! " $ , +$）( # *’（! ,（+ " !）$）

因为在任意度分布的网络中，随机选择点的邻

点的出度分布的母函数为 *!（+）##
(
,(+

(，所以随机

出现的一个病人，其每个邻居传播疾病人数分布的

母函数为

*!（+，$）# #
)

) # ’
#
)

( # )
,(+

)
( $

)（! " $）( " )+( #

#
(
,(（! " $ , +$）( # *!（! ,（+ " !）$）

同理

-!（+，$）# +*!（-!（+，$），$），

-’（+，$）# +*’（-!（+，$），$）。

-’（+，$）表示由随机出现的一个病人所在有限分支

中被传染上疾病人数的分布的母函数，所以疾病爆

发规模的平均大小为

〈.〉- #-/’（!，$）#! ,
*/’（!，$）

! "*/!（!，$）
#! ,

$*/’（!）

! "$*/!（!）

用〈 .〉表示随机变量 . 的均值，当 ! " $*/!（!）# ’ 时，

即 $0 - #
!

*/’（!）
#

*/’（!）

*1’（!）
#

#
(
(’(

#
(
(（( " !）’(

时发生相

变。即该疾病在此网络的传播阈值为

$0 #
#
(
(’(

#
(
(（( " !）’(

当 $ . $0 时，巨分支产生，在这里称之为有瘟疫发

生，即疾病爆发。瘟疫影响人所占比例大小

2（$）# ! " -’（!，$）# ! " *’（3，$）

这里 3’-!（!，$）是 3’*!（3，$）的最小非负实数

解。3 表示随机边到达一有限分支的概率。

一个一度点不受瘟疫影响的概率 4 # ! " $ ,
$3，这是因为与这点相连的边没有被占据的概率为

! " $，与这点相连的边被占据但又指向一有限分支

的概率为 $3，故一度为 ( 的点不受瘟疫影响的概率

为 4(，所以随机选择一度为 ( 的点且没受瘟疫影响

的概率为
’(4

(

#
"
’" 4

"，其母函数为
*’（4+）

*’（4），故不受瘟疫影

响的点（巨分支以外的点）的平均度为

5/01 #
4*/’（4）
*’（4） #

4*!（4）
*’（4）5 # 3（! " $ , $3）

! " 2 5&5（! " 2&3）

随机选择 一 度 为 ( 的 点 且 受 瘟 疫 影 响 的 概 率 为

’(（! " 4(）

#
"
’"（! " 4"）

，母函数为
*’（+）" *’（4+）

! " *’（4） ，所以受瘟疫

影响的点（巨分支以内的点）的平均度为

5%2 #
! " 4*!（4）
! " *’（4）5 # ! " 3（! " $ , $3）

2 5(5。

上式表明受瘟疫影响的点的平均度比不受瘟疫影响

的点的平均度要大或至少相等。这跟实际情况吻

合：在瘟疫发生时受瘟疫影响的人平均接触的人数

要比不受瘟疫影响的人平均接触的人数要多。

36 !6 45 度相关网络中的讨论5 在度相关网络中两

邻点之间有某种相关性，即 ’（(/ 6 (）与 ( 和 (/都有

关。以联合概率分布 7((/ # ’（(/ 6 (）,( 表示随机选择

的边的两端顶点的出度分别为 ( 和 (/的概率#
(/
’（(/

6 (）# !，7((/ # 7(/(。

从 ( 度点出发到达有限分支大小的母函数为

-(（+）# +
#
(/
7((/ -(/（+[ ]） (/

#
(/
7((/

，随机点所在整个分支大

小的母函数为 -（ +）# ’’+ , +#
)

( # !
’( -( " !（+[ ]） (。当

有巨分支出现时，巨分支所占比例大小 2 # ! " ’’ "

*’（3( " !），3( # -(（!）#
#
(/
7((/3(/

(/

#
(/
7((/

。这里 3( 表示从 (

度点出发的随机边到达有限分支的概率。类似 !6 3
节其它讨论，在此不再详细表述。

36 35 现实世界的 787 模型
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因为康复的病人不具有免疫力，有可能再次被

传染上，疾病的传播过程对应到网络中就相当于存

在圈，因此不能用分支过程的思想来刻画疾病的传

播过程。文献中用另外一种统计物理的平均场方法

来研究在任意度分布网络中 !"! 模型疾病的传播。

#$%&’()!$&’(($% 和 *+%,-./$/-［0］针对 !"! 传染病

给出了一个详细的平均场解法。用 !"，#" 分别表示

度为 " 的点中传染类个体和易感类个体各占比例。

对于一个 " 度的点，用 "!"（!）来代替传统模型

中的 #!（ 见第二节）。它表示的是单位时间内间易

感类个体被传染所占的比例，这里 ! 表示经接触一

个传染类个体而被传染上疾病的概率。"（!）表示

随机边到达的点属于传染类个体的概率。一般而

言，"（!）与顶点度数有关，但在后面的讨论 "（!）中

对所有结点都相同（这也是统计物理中平均场近似

的思想）。作为初步近似，在下面的讨论中还假设

传染类个体的康复概率 $ 1 2。

3$ 3$ 24 度不相关情形4 在度不相关网络中，因为随

机边到达一 " 度点的概率为
"%"

#
&
&%&

，而此点为传染类

个体的概率为 !"，从而随机边到达的点是传染类个

体的平均概率为 "（!）1
#
"
"%" !"
#
"
"%"

。从而在 $ 1 2 时有

以下微分方程成立。

5!"（ ’）
5’ 1 "!"（!）（2 6 !"（ ’））6 !"（ ’）

考虑系统在一段时间以后的稳定状态，此时

5!"（ ’）
5’ 1 7，!" 1

!""（!）
2 8 !""（!）

，代入 "（!）1
#
"
"%" !"
#
"
"%"

得

"（!）1 2
〈"〉

#
"
"%"

!""
2 8 !""

（2）

〈"〉表示随机变量的均值。

下面求 !" 的非零稳定解。对（2）式两端求导，

有

5
5"

2
〈"〉

#
"
"%（"）

!""
2 8 !"( )" " 1 7

(2

即
#
"
"%"!"

〈"〉
1〈"3〉
〈"〉

!(2。记 !( 1
〈"〉

〈"3〉
，当 !&!( 时，

!"（ ’）在有限时间内减小到 7，表明系统处于稳定状

态时，疾病不会传播开来；而当 !(!( 时，!"（ ’）有非

零解，表明系统处于稳定状态时，网络中疾病以大于

7 的概率持续传播，因此有疾病爆发。称 !( 为传播

阈值。

在 %9$:+);(++ 网络中不存在非零传播阈值。因

为在 !< 网络中〈"3 〉$= ，所以 !( 1 7，表明无论传

播概率有多小，只要大于 7，总会用瘟疫发生，"/&+()
/+& 网上疾病的传播就是这种情况。

3$ 3$ 34 度相关情形4 本小节在度相关的网络中运

用度的平衡性来讨论是否存在传播阈值。所谓网络

度的平衡性是指，从 " 度点出发到达 ")度点的总边

数等于从 ")度点出发到达 " 度点的总边数，用公式

表述为

"%"%（") > "）1 ")%")%（" > ")）。

在度相关网络中，从一 " 度点出发的边到达一

")度点的概率为 %（") > "），而该 ")度点为传染类个体

的概率为 !")，故从 " 度点出发的边到达度为 ")的传

染类个体的概率为 %（") > "）!")，所以从 " 度点出发的

边到达的点为传染类个体的平均概率为 "（!）1
#
")
%（") > "）!")。从而在康复概率 $ 1 2 时，有微分方

程

5!"
5’ 1 "!"（!）（2 6 !"）6 !"

即

5!"（’）
5’ 1 6 !"（’）8!" 2 6 !"（’[ ]）#

")
%（") >"）!")（’） （3）

成立。

若 !"（ ’）的值很小，则（3）式的一阶近似为

5!"（ ’）
5’ )#") *"") !")（ ’），

其中 *"") 1 6 %"") 8 !"+（") > "）为 ?$9’@-$/ 矩阵（%"")是

A(’/+9B+( 5+:&$ 函数）。当 ?$9’@-$/ 矩阵 *"") 至少存

在一个非负特征值时，!" 1 7 不是上述方程的稳定

解。而如果 *"")的特征值都严格小于 7，则易知 !" 1 7
是上述方程的稳定解。

设 &, 是矩阵 -"") 1 "%（") > "）的最大特征值，则

*"")的特征值为 6 2 8 !&,，所以当 6 2 8 !&, C 7 时，

方程的解 !" 1 7 是稳定解。记 !( 1 &,
6 2，由上述讨

论知 !( 是疾病的传播阈值。根据 <(’@+/-D% 定理，

对任意的非负不可约矩阵（."")），令 &, 为其最大特

征值，有

&,(E-/
"

2
’（"）

#
")
."")’（")）， （F）

其中 ’ 为任意的 , 维向量。在上述讨论中特别令

’（"）1 "，. 1 -3 得

&3
,(E-/

"
#
")
#
/
")/%（ / > "）%（") > /）

根据网络度的平衡性，有
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!"!"（!# ! !）" !#"!#"（! ! !#）， （#）

对（#）式两边同乘以 !，再对 !，!#求和，得到

〈!$〉"#
!#
!#"!##! !"（! ! !#）

令 *!$$（!#）"#
!
!"（ !# ! !）表示 !#度点的最近邻的平

均度，故〈!$〉"#
!#
!#"!#!$$（!#）。

在度相关 %&’()*+,)) 网络中，可以证明如果幂率

指数 ! - . 时，〈!$〉随着节点增加而趋于/，此时 !$$

（!#）$/，故有

"$
%(012

!
#
&
&"（ & ! !）*!$$（ &）$/，

因此由上述的讨论知 #’ " 3，即此时疾病传播的阈

值为 3。

.4 结束语

通过复杂网络的理论来研究疾病的传播，能深

入理解到网络的拓扑结构对疾病传播有重要影响，

从而找到控制疾病传播的更有效的方法，这对于社

会上的很多流行病提供了一些理论研究的基础。本

文介绍的两个模型只是真实情况的简单抽象，能够

说明一些问题，当然也存在一些与实际不符的地方，

比如缺少与实际传染病学和计算机病毒学所对应的

参数等。因此建立更加真实的模型，并在此基础上

研究疾病的传播是目前一个很重要的课题。
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