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数列与相应函数列的上、下极限间关系探讨
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摘! 要：在数学分析中，数列上、下极限的计算有一定的难度，本文就几种特殊情况，通过对数列上、下极限与相应函

数列的上、下极限之间一些定理的证明及应用举例，从而总结出在计算函数列的上、下极限时的简便算法。
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%! 主要定理及证明

定理 %［%］! 设｛’(｝为一实数列，且 179
("T

’( U )，

179
("T

’( U *（)、* 为有限数），又设函数 +（’）在包含 )、

* 的区间（,，-）上单调，在点 ’ U )、* 处连续，则

%）当 +（’）单调递增时，有

179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（)），

179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（*）。

"）当 +（’）单调递减时，有

179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（*），

179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（)）。

证明! %）因为函数 +（’）在点 ’ U ) 处连续，故

对任意的 ! V #，存在 " V #（" W 97/｛) X ,，- X )｝），

使得当 Y ’ X ) Y W " 时，有 +（)）X ! W +（’）W +（)）Z ! 成

立。取 )%、)" 满足 ) X " W )% W ) W )" W ) Z "，由函数

+（’）是单调递增的，知

+（)）X ! W +（)%）#+（’）#
+（)"）W +（)）Z !! ! ! （’$［)%，)"］）

成立。另一方面，由 179
("T

’( U )，可知在数列｛’(｝中

大于 )% 的项有无穷多项，大于 )" 的项至多为有限

多项，从而在｛+（’(）｝中大于或等于 +（)%）（ V +（)）X
!）的项有无穷多项，大于或等于 +（)"）（ W +（)）Z !）

的项至多有限多项，这就证明了

179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（)）。

类似可证 179
("T

+（’(）U +（ 179
("T

’(）U +（*）。

"）因为函数 +（’）在点 ’ U * 处连续，故对任意

的 ! V #，存在 " V #（" W 97/｛* X ,，- X *｝），使得当

Y ’ X * Y W " 时，有

+（*）X ! W +（’）W +（*）Z !
成立。取 *%、*" 满足 * X " W *% W * W *" W * Z "，由

+（’）是单调递减的，知

+（*）X ! W +（*"）#+（’）#
+（*%）W +（*）Z !! ! ! （’$［*%，*"］）

成立。另一方面，由 179
("T

’( U *，可知在数列｛’(｝中

小于 *" 的项有无穷多项；小于 *% 的项至多为有限

多项。从而在｛+（’(）｝大于或等于 +（*" ）（ V +（ *）X
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!）的项有无穷多项；大于或等于 !（"!）（ " !（"）# !）

的项至多有限多项。这就证明了

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（"）。

类似可证 $%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（%）。 证毕

注意) 定理 ! 中函数 !（$）的单调性、连续性两

个条件缺一不可，否则将产生矛盾［*］，例如：

!）函数

!（$）(
$，

$ # !{ ，

当 $#! 时

当 $ + ! 时

在（ , ’ ，# ’ ）内严格单调递增，在点 $ ( ! 处不连

续，而数列 $# ( ! # !
#（# ( !、*、⋯）的上极限为 !。

若利用定理 ! 的结论计算，则有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（!）( !；

同时 !（$#）+*（# ( !、*、⋯），所以有 $%&
#"’

!（$#）%

*，从而产生矛盾。

*）函数 !（$）( -./ $ 在（ , !，!）内不严格单调。

取数列 $# (
（ , !）

#[ ]0 #（ , !）
# # ![ ]0

* ·
!
* ，其中

#[ ]0 ，

# # ![ ]0 分别表示
#
0 ，

# # !
0 的最大整数部分，它有聚

点 , !* 、1、
!
* 。故 $%&

#"’
$# (

!
* ，$%&

#"’
$# ( , !

* 。若按

定理 ! 计算，则有 $%&
#"’

!（$#）( 1，而事实上 $%&
#"’

!（$#）

( !，这也产生了矛盾［0］。

定理 *) 设｛$#｝为一实数列，且 $%&
#"’

$# ( # ’ ，

$%&
#"’

$# ( , ’ ，如果 !（$）是定义在（ , ’，# ’ ）上的

实函数，且 $%&
$" # ’

!（$）( %，$%&
$" , ’

!（$）( "，（%、" 为有

限数），则

!）当 !（$）在（ , ’ ，# ’ ）上单调递增时，有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( %，$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( "

*）当 !（$）在（ , ’ ，# ’ ）上单调递减时，有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( "，$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( %

证明) !）若 !（$）在（ , ’，# ’ ）上单调递增，

且 $%&
$" # ’

!（ $）( %，$%&
$" , ’

!（ $）( "，则有 "# !（ $）#

%（$$（ , ’ ，# ’ ））。对任意的 ! + 1，存在 &! + 1，

使得当 $ + &! 时有 % , ! " !（ $）#% 成立。取 ’ +
&!，则有 !（’）+ % , !，又由于 $%&

#"’
$# ( # ’ ，故在

｛$#｝中有无穷多项大于 ’，从而由 !（$）单调递增可

知，在｛!（$#）｝中有无穷多项大于或等于!（’）（ + % ,
!），即在｛!（$#）｝中有无穷多项大于 % , !，其所有

项都不超过 %。故有 $%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( %。

类似可证) $%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( "。

*）如果 !（ $）在（ , ’ ，# ’ ）上单调递减，且

$%&
$" # ’

!（$）( %，$%&
$" , ’

!（$）( "，则有 %#!（$）#"（$$

（ , ’ ，# ’ ）），对任意的 ! + 1，存在 &* + 1，使得当

$ " , &*时，有 "%!（$）+ " , !。

取 ( " , &*，则有 !（(）+ " , !，又由于 $%&
#"’

$# (

, ’ ，故在｛$# ｝中小于 ( 的项有无穷多项，而由

!（$）单调递减可知，在｛!（ $#）｝中大于或等于 !（(）

（ + " , !）的项有无穷多项，即在｛!（$#）｝中大于 " ,
! 的项有无穷多项，其所有项都不超过 "。

故有 $%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( "。

类似可证) $%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( %。 证毕

定理 0) 设｛$#｝为一实数列，且 $%&
#"’

$# ( # ’ ，

$%&
#"’

$# ( , ’，则

!）当 !（$）在（ , ’ ，# ’ ）上单调递增，且 $%&
$" # ’

!（$）( # ’ ，$%&
$" , ’

!（$）( , ’时，有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( #’，$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( ,’。

*）当 !（$）在（ , ’ ，# ’ ）上单调递减，且 $%&
$" # ’

!（$）( , ’ ，$%&
$" , ’

!（$）( # ’时，有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( #’，$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( ,’。

证明) !）由条件可知，对任意的 ) + 1，存在 &!

+ 1，使得当 $ + &! 时，有 !（$）+)。又因为 $%&
#"’

$# (

# ’ ，所以在｛$# ｝中有无穷多项大于 &!，从而由

!（$）单调递增可知，在｛!（$#）｝中有无穷多项大于或

等于 !（&!）（ +)）。故有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（ # ’ ）( # ’ 。

类似可证

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（ , ’ ）( , ’ 。

*）由已知条件可知，对任意的 ) + 1，存在 &* +
1，使得当 $ " , &* 时，有 !（$）+)。取 (* " , &*，则

!（(*）+)。又因为 $%&
#"’

$# ( , ’ ，所以在｛$#｝中有

无穷多项 小 于 (*。再 由 !（ $）单 调 递 减 可 知，在

｛!（$#）｝中有无穷多项大于或等于 !（(* ）（ + )），故

有

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（ , ’ ）( # ’ 。

类似可证

$%&
#"’

!（$#）( !（ $%&
#"’

$#）( !（ # ’ ）( , ’ 。证毕
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!" 应用举例

若上面 # 个定理中所述情况交替出现时，则可

利用定理中的有关条件及结论加以解决。利用以上

结论，在求数列的上、下极限时，显得极为简便，下面

举例说明。

例" 求下列数列的上、下极限［$］。

%） &’()&*
（ + %）! ,

% - %( )!







{ }! ；

!） &’((.)
（ + %）! ,

% - %( )!







{ }! ；

#） /* % - % -（ + %）!

![ ]{ }! ；

$） + /* % - % -（ + %）!

![ ]{ }! 。

解" 令 "! 0（ + %）! ,

% - %( )!
!，则有

/12
!"3

"! 0 /12
!"3

（ + %）! ,

% - %( )!
! 0 %，

/12
!"3

"! 0 /12
!"3

（ + %）! ,

% - %( )!
! 0 + %

而函数 &’()&* # 在（ + 3 ，- 3 ）上严格单调增

且连续；&’((.) # 在（ + 3 ，- 3 ）上严格单调减且连

续，由定理 % 得

%） /12
!"3

&’()&*
（ + %）! ,

% - %( )!









! 0 " " "

&’()&* /12
!"3

"( )! 0 &’()&* % 0 !$

/12
!"3

&’()&*
（ + %）! ,

% - %( )!









! 0

&’()&* /12
!"3

"( )! 0 &’()&*（ + %）0 + !$ 。

!） /12
!"3

&’((.)
（ + %）! ,

% - %( )!









! 0

" "

&’((.) /12
!"3

"( )! 0 &’((.)（ + %）0 #!
$ ，

/12
!"3

&’((.)
（ + %）! ,

% - %( )!









! 0

&’((.) /12
!"3

"( )! 0 &’((.) % 0 !$ 。

又令 $! 0 % - % -（ + %）!

! !，则 /12
!"3

$! 0 - 3 ，/12
!"3

$! 0 %。而函数 /* # 在（4，- 3 ）上连续地单调递增，

且 /12
#" - 3

/* # 0 - 3 ；函数 + /* # 在（4，- 3 ）上连续

地单调递减，且 /12
#" - 3

（+ /* #）0 + 3 ，由定理 ! 及定

理 # 可得

#）/12
!"3

/* % -% -（ +%）!

![ ]! 0 /* /12
!"3

$[ ]! 0 -3，

/12
!"3

/* % - % -（ + %）!

![ ]! 0 /* /12
!"3

$[ ]! 0 /* % 0 4。

$）" " /12
!"3

+ /* % - % -（ + %）!

![ ]{ }! 0

+ /* /12
!"3

$[ ]! 0 + /* % 0 4

/12
!"3

+ /* % -% -（ +%）!

![ ]{ }! 0 + /* /12
!"3

$[ ]! 0 +3。
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