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!"预不变凸函数的一个充分条件
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摘! 要：E9(5:/ 在文献［*］中指出 !"凸函数必为拟凸函数，反之不然。同时给出了拟凸函数为 !"凸函数的一个充分条

件。类似地，本文先指出 !"预不变凸函数必是预拟不变凸函数，同时利用 &,2’. 和 6:,3= 在文献［"］中引入的条件 #
给出了 !"预不变凸函数的一个充分条件。
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! ! 凸性在数学规划及最优化理论中占有十分重要的地位，但凸性的局限性也是十分明显的。为满足解决

实际问题的需要，各种广义凸性的概念相继被提出。

作为对凸函数的推广，E9(5:/ 在文献［*］中提出一类新的广义凸函数———!"凸函数，并证明了凸函数一

定是 !"凸函数，!"凸函数一定是拟凸函数，反之不一定成立。并讨论了在可微情形下，!"凸函数的一些重要性

质，尤其是给出了定义在开凸集 . 上的二次连续可微实质函数 / 为 !"凸函数，即"0，0#.，1（0）M !$/（0）·

$/（( )0 N O$" /（0）是半正定矩阵；杨晓琪在文献［%］中给出了 !"凸函数的两个等价条件，讨论了 !"凸函数的

一些运算性质以及二次函数的 !"凸性；E.<?P’L 在文献［C］中给出了 !"凸函数的定义并讨论了它的一些性质

特征；作为对文献［*］中 !"凸函数、文献［C］中 !"不变凸函数、文献［Q］和文献［"］中不变凸函数和预不变凸函

数的推广，E.<?P’L 在文献［$］中通过文献［D］中引入 2"不变凸集的概念，在函数 / 可微的条件给出了（2，!）"
不变凸函数的定义，在 / 为非可微条件下给出了（2，!）"预不变凸函数的定义，同时讨论了（2，!）"不变凸函数

和（2，!）"预不变凸函数的一些特征和函数 / 为（2，!）"不变凸条件下非线形规划问题的最优化条件。并进一

步讨论了（2，!）"不变凸和（2，!）"预不变凸函数在数学规划中的应用；文献［R，G］均对预不变凸函数的充分条

件进行了讨论。

E9(5:/ 在文献［*#］中曾给出了凸函数和拟凸函数的一个等价条件。即若 . 为凸集，则

/ 是凸函数等价于"0，3#.，!（"）M /（"0 O（* S "）3）为［#，*］上的凸函数；

/ 是拟凸函数等价于"0，3#.，!（"）M /（"0 O（* S "）3）为［#，*］上的拟凸函数。

本文在此基础上首先分别给出了 !"预不变凸函数和预拟不变凸函数的一个等价条件，并利用此等价条
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件讨论了 !"预不变凸函数之间的关系，给出了 !"预不变凸函数的一个充分条件。最后提出了 !"预不变凸函

数的一个公开问题。

!" 预备知识

定义 !［!#］" # 为凸集，若 !$ $（! % !）%##，"$，%##，"!#［#，!］

定义 &［!］" # 为凸集，! 为实数，称 & 为 !"凸集，若"$，%##，!#［#，!］有

&（!$ $（! % !）%）%’() !*!&（$）$（! % !）*!&（%( )）
!
! ，若 !&#；

&（% $ !（$ % %））%!&（$）$（! % !）&（%），若 ! + #。

定义 ,［!#］" # 为凸集，& 是 # 上的凸函数，若"$，%##，"!#［#，!］，有

&（!$ $（! % !）%）%-./｛&（$），&（%）｝。

注 !" 由凸函数、!"凸函数和预拟凸函数定义可知，凸函数一定是 !"凸函数，!"凸函数一定是拟凸函数，反

之不一定成立。

定义 0［!!］" 称 # 关于 " 为不变凸集，若存在向量值函数 " 使得

定义 1［0］" # 关于 " 为不变凸集，称 & 关于相同的 " 为 !"预不变凸函数，若"$，%##，"!#［#，!］，有

&（% $ !"（$，%））%’() !*!&（$）$（! % !）*!&（%( )） ! ’ !，若 !&#；

&（% $ !"（$，%））%!&（$）$（! % !）&（%），若 ! + #。

定义 2［&］" # 关于 " 为不变凸集，称 & 关于相同的 " 为预拟不变凸函数，若"$，%##，!#［#，!］，有

&（% $ !"（$，%））%-./｛&（$），&（%）｝。

注 &" 由不变凸函数、!"预不变凸函数和预拟不变凸函数的定义可知，预不变凸函数一定是 !"预不变凸

函数，!"预不变凸函数一定是预拟不变凸函数，反之不一定成立。

条件 !［&］" "3!( 4!(’!(，"（$，%）满足条件 ! 是指对"$，%#!(，!#［#，!］，)! 3"（%，% $ !"（$，%））+ %
!"（$，%）；)& 3"（$，% $ !"（$，%））+（! % !）"（$，%）。

条件 &［!&］" #(!( 关于 "（$，%）为不变凸集，称 &（$）3#’! 满足条件 & 是指

"$，%##，&（% $ "（$，%））%&（$）。

&" 主要结论及其证明

为证明本文的主要结论，首先给出下面的定理。

定理 !" 假设 # 关于 " 为不变凸集，称 & 满足条件 &，" 满足条件 !，则 & 关于相同的 " 是预不变凸函数，

即等价于"$，%##，#（$）+ &（% $ $"（$，%））在［#，!］上是拟凸函数。

证明" 显然由条件 ! 可知，"$，%##，"$#［#，!］则

"（% $ $"（$，%），%）+ "（% $ $"（$，%），% $ $"（$，%）$ "（%，% $ $"（$，%）））+
% "（%，% $ $"（$，%））+ $"（$，%） （!）

若 & 在 # 上关于相同的 " 为预拟不变凸函数，由定义，"$，%##，!#［#，!］，&（ % $ !"（ $，%））%
-./｛&（$），&（%）｝。对"$!，$&#［#，!］，!#［#，!］，有

若 $! + $& + #，#（$& $ !（$! % $&））+ #（#）+ &（%）+ -./｛#（$!），#（$&）｝；

若 $! + $& + !，#（$& $ !（$! % $&））+ #（!）+ &（% $ "（$，%））+ -./｛#（$!），#（$&）｝；

若 $! + $&，#（$& $ !（$! % $&））+ #（&）+ &（% $ $&"（$，%））+ -./｛#（$!），#（$&）｝。

不失一般性，下面假设 $! 5 $&，则 $! % $& 5 #。由 $!，$&#［#，!］可知 $&&!，故 # 6
$! % $&

! % $&
%!，则

#（$& $ !（$! % $&））+ &（% $（$& $ !（$! % $&））"（$，%））+ &（% $ $&"（$，%）$ !（$! % $&）"（$，%）），

而 "（% $ $!"（$，%），% $ $&"（$，%））+ "（% $ $&"（$，%）$（$& % $!）"（$，%），% $ $&（$，%））+

"（% $ $&"（$，%）$
$! % $&

! % $&
"（$，% $ $&"（$，%）），% $ $&"（$，%））+
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!! " !#

! " !#
"（!，" $ !#"（!，"））%（!! " !#）"（!，"），

故 #（!# $ $（!! " !#））% #（" $（!# $ $（!! " !#））"（!，"））%
#（" $ !#"（!，"）$ $"（" $ !!"（!，"），" $ !#）"（!，"）））%

&’(｛#（" $ !!"（!，"）），#（" $ !#"（!，"））｝% &’(｛#（!!），#（!#）｝

则 #（!）是拟凸函数。

若 !! ) !#，则 !# " !! * +。由 !!，!##［+，!］，可知 !!&!，故 + )
!# " !!

! " !!
%!。而由条件 ! 可知

"（" $ !!"（!，"），" $ !#"（!，"））% "（" $ !!"（!，"），" $ !!"（!，"）$（!# " !!）"（!，"））%

"（" $ !!"（!，"），"!!"（!，"）$
!# " !!

! " !!
"（!，" $ !!"（!，"）））%

!# " !!

! " !!
"（!，" $ !!"（!，"））%（!! " !#）"（!，"）。

故 #（!# $ $（!! " !#））% #（" $（!# $ $（!! " !#））"（!，"））%
#（" $ !#"（!，"）$ $"（" $ !!"（!，"），" $ !#）"（!，"）））%

&’(｛#（" $ !!"（!，"）），#（" $ !#"（!，"））｝% &’(｛#（!!），#（!#）｝

故 #（!）是拟凸函数。

反之，若 #（!）是拟凸函数，则"$#［+，!］，"!，"#$，

#（" $ $"（!，"））% #（$）% #（$·! $（! " $）+）%&’(｛#（!），#（+）｝%
&’(｛#（" $ "（!，"）），#（"）｝%&’(｛#（!），#（"）｝

故 # 关于相同的 " 为预拟不变凸函数。 证毕

和定理 ! 的结论类似，有下面的定理 # 和定理 ,。

定理 #- 若 $ 关于 " 为不变凸函集，# 满足条件 #，" 满足条件 !，则 # 关于相同的 " 是预不变凸函数，即

"!，"#$，#（!）% #（" $ !"（!，"））在［+，!］上是凸函数。

定理 ,- $ 关于 " 为不变凸函集，" 满足条件 !，# 满足条件 #，则 # 关于相同的 " 是 %&预不变凸函数当且

仅当"!，"#$，#（!）#（" $ !"（!，"））在［+，!］上是 %&凸函数。

注 ,- 定理 # 和定理 , 的证明和定理 ! 的是类似。

./0123 在文献［!］中指出 %&凸函数必为拟凸函数，反之不然。同时给出拟凸函数为 %&凸函数的一个充分

条件，若 $ 为开凸集，# 是定义在 $ 上的二次连续可微实值拟凸函数，若存在实数 %!，使得 %! % 456
!#$，)’) % !

" ’7$# #（!）’
［ ’7$#（!）］#（ ’7$#（!）&+），则 # 为 %!&凸函数的。下面在 " 满足条件 ! 和 # 满足条件 # 的假设下，给出了预

拟不变凸函数 %&预不变凸函数的一个充分条件。

引理 !［!］- # 是 定 义 在 开 凸 集 $ 上 的 二 次 连 续 可 微 实 拟 凸 函 数，若 存 在 实 数 %!。使 得 %! %

456
!#(

" ’7$##（!）’
［ ’7$#（!）］#（其中 ’7$#（!）&+），则 # 为 %!&凸函数的。

定理 8- $ 关于 " 为不变凸集，# 关于相同的 " 是二次连续可微的预拟不变凸函数，# 满足条件 #，" 满足

条件 !，若满足下列条件，则 # 关于相同的 " 是 %!&预不变凸函数。

!）存在实数 %!，使得 %! % 456
!，"#$，!#［+，!］

" ’7"（!，"）7$# #（" $ !"（!，"））"（!，"）’
［ ’7"（!，"）7$#（" $ !"（!，"））］# （ ’#$#（ !）&+）（ 其中

’7"（!，"）7$#（" $ !"（!，"））&+）；

#）对任意给定的 !，"#$ 定义 #（!）% #（" $ !"（!，"）），若 #（!）% #（" $ !"（!，"））在（+，!）上是 %!&凸函

数，#（!）% #（" $ !"（!，"））在［+，!］上是 %!&凸函数。

证明- 因为 # 关于 " 是二次连续可微的预拟不变凸函数，且 " 满足条件 !，# 满足条件 #，故由定理 ! 可

知，#（!）% #（" $ !"（!，"））在［+，!］上是二次连续可微的拟凸函数，故 #（!）% #（" $ !"（!，"））在（+，!）上是
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二次连续可微的拟凸函数，而

!!（"）! #（"，#）"$$（# # "#（"，#）），!%（"）! #（"，#）"$$ $（# # "#（"，#））#（"，#）。

由条件 %），若存在实数 &!使得

&! ! &’(
"，##’，"#［)，%］

* ("#（"，#）"$$ $（# # "#（"，#））#（"，#）(
［ ("#（"，#）"$$（# # "#（"，#））］$ ! &’(

"#［)，%］

* ("#$$!（"）(
［ ("$!（"））］$ ，

其中 ("#（"，#）"$$（# # "#（"，#））&)，即$!（"）&)。由引理可知 !（"）! $（# # "#（"，#））在（)，%）上是 &!)
凸函数。再由条件 $）可知 !（"）! $（# # "#（"，#））在［)，%）上是 &!)凸函数。由定理 + 可知 $ 关于相同的 #
为 &!)预不变凸函数。 证毕

最后提出一个公开问题，即对于本文的定理 ,，若条件 $）去掉，结论是否成立？

+- 结束语

本文首先利用 ./012 和 34/56 在文献［$］中引入条件 % 和 7125 在文献［%$］中引入条件 $ 分别给出了

预拟不变凸函数和 &)预不变凸函数的一个等价条件。同时利用该等价条件对文献［%］中 89:4; 等人给出的

结论了作出了进一步的讨论，给出了 &)预不变凸函数的一个充分条件。但遗憾的是在本文的定理 , 中，利用

了条件 $）。故本文最后提出了 &)预不变凸函数有关一个公开问题，即在定理 , 中，若条件 $）去掉，结论是否

成立。
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