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摘! 要：对一类广义单调映射———强单调映射进行了推广，引入了强不变单调映射和强 !"单调映射，并建立了强不

变单调映射与强预不变凸函数之间的等价关系，以及强 !"单调映射与强 !"凸函数之间的关系。
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! ! 在数理经济、工程、管理科学与优化理论中，凸性起着十分重要的作用。近年来，人们不断尝试去弱化凸

性条件，并已取得一系列的成果。P’.;,. 引入了不变凸，并证明了在不变凸条件下，Q-2.GR-?S:( 条件对非

线性规划问题的最优化是充分的［*］。T:5( 和 &,.A 引入了预不变凸函数的概念并应用它在非线性规划中建

立了充分的最优性条件和对偶性［"，%］。

而与凸性紧密相关的是单调性。一方面实值函数的凸性等价于相对应的梯度函数的单调性；另一方面，

在研究变分不等式问题的存在与解的方法的过程中，单调性起着重要的作用。对凸性与单调性关系的推广

的一个重要突破是 Q’(’7’(A5’. 和 >?2’5O/: 证明了伪凸性与伪单调性的等价以及拟凸性与拟单调性的等

价［C］。在不变凸性方面，U-5NGV’(NW. 等提出并证明了 D 类广义不变凸单调映射和 D 类广义不变凸函数之间

的关系［I］。在预不变凸性方面，杨新民等提出了一些广义不变单调映射并建立了这些广义不变单调映射与

广义预不变凸函数之间的关系［$］。>5.32 等［D］根据文献［X］的思想对单调性进行推广，建立了 !"广义单调映

射，证明了 !"广义单调映射与 !"广义凸函数的关系。

本文引入强不变单调映射和强 !"单调映射，建立强不变单调映射和强预不变凸函数的等价关系，以及

强 !"单调映射和强 !"凸函数的关系。

*! 强不变单调映射

设为 7* 的非空子集，!Y7* Z7*"7* 和 &Y""7* 均为向量值函数。

定义 *［C］! 如果对#,，-$"，,%-，有（- [ ,）R &（-）[ &（,( )） \ #，则称 & 为 " 上的严格单调映射。
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定义 !［"］# 如果存在 ! $ %，使对#!，"$"，!%"，有（" & !）’ #（"）& #（!( )）&! " & ! !，则称 # 为 " 上

的强单调映射。

定义 (［!，(］# 若存在 #，使对#!，"$" 和 $$［%，)］，有 " * $#（!，"）$"，则称 " 为相对于 # 的不变凸

集。

定义 "［+］# 设 " 为相对于 # 的不变凸集，如果对#!，"$"，!%"，有 #（!，"）’#（"）* #（"，!）’#（!）, %，

则称 # 为 " 上相对于 # 的严格不变单调映射。

定义 -# 设 " 为相对于 # 的不变凸集，如果 ! $ %，使对#!，"$"，!%"，有

#（!，"）’#（"）* #（"，!）’#（!）* ! #（!，"） ! * #（"，!）( )! ’%，

则称 # 为 " 上相对于 # 的强不变单调映射。

注 )# 强不变单调映射是严格不变单调映射，但反之不然。

例 )# 设 #（!）. & !，" .｛!$! / !&%｝，#（!，"）.（! & "）!。因为

#（!，"）’#（"）* #（"，!）’#（!）. & "（! & "）! & !（" & !）! . &（! * "）（" & !）! , %，

所以 # 为 " 上相对于 # 的严格不变单调映射，但 # 不是强不变单调映射。

若 # 为 " 上相对于 # 的强不变单调映射，则(! $ %，对#!，"$"，且 !%"，有

#（!，"）’#（"）* #（"，!）’#（!）* ! #（!，"） ! * #（"，!）( )! . &（! * "）（" & !）! * !!（! & "）"’%，

则有 &（! * "）* !!（! & "）!’%，取 ! . %，则 & " * !!（ & "）!’%，即 !’ )
!"，让 ""0，则 !’%，与 ! $ % 矛盾。

所以 # 不是 " 上相对于 # 的强不变单调映射。

注 !# 当 #（!，"）. ! & " 时，强单调（此时，其定义域为不变凸集）为强不变单调，但反之不然。

例 !# 设 #（!）. & ) & !，" .｛!$! / !&%｝，#（!，"）. ! * "，取 ! . )
! $ %，有

#（!，"）’#（"）* #（"，!）’#（!）* ! #（!，"） ! * #（"，!）( )! .

& ! &（! * "[ ]）（! * "）* )
! ·!（! * "）! . & !（! * "）&（! * "）! *（! * "）! . & !（! * "）, %，

因而 # 为 " 上相对于 # 的强不变单调映射。但

（" & !） #（"）& #（!( )） .（" & !）（ & ) & " * ) * !）.（" & !）（ & " * !）. &（" & !）! , %，

所以 # 不是严格单调的，因此 # 也不是强单调的（因为强单调映射是严格单调映射）。

定义 +［-］# 设 " 为 !$ 中的开集，函数 # 1""! 可微，如果存在 # 和常数 ! $ %，使对#!，"$"，有

#（"）& #（!）&#（"，!）’)#（!）* ! #（"，!） !，则称函数 # 为强不变凸函数。

定义 2［)%］# 设 "*!$ 为相对于 #1!$ 3!$"!$ 上的不变凸集，函数 #1""!，如果存在一个常数 ! $ %，

使对#!，"$" 和 $$［%，)］，有

# " * $#（!，"( )）’$#（!）*（) & $）#（"）& !$（) & $） #（!，"） !，

则称 # 为 " 上相对于 # 的强预不变凸函数。

条件 )［))］# 设 #1!$ 3!$"!$，则对#!，"$!$ 和 $$［%，)］，有

# "，" * $#（!，"( )） . & $#（!，"），# !，" * $#（!，"( )） .（) & $）#（!，"）。

45678，9: ; 等证明了在可微和条件 ) 下，不变凸函数就是预不变凸函数［))］，下面用类似的方法证明强

预不变凸函数与强不变凸函数等价。

引理 )# 在条件 ) 和 # 是可微的情况下，强预不变凸函数与强不变凸函数等价。

证明# 充分性。设#!，"$"，让 $$（%，)），+! . " * $#（!，"）$"，设 # 为强不变凸函数，则(! $ %，使

#（!）& #（+!）&#（!，+!）’)#（+!）* ! #（!，+!） ! （)）

#（"）& #（+!）&#（"，+!）’)#（+!）* ! #（"，+!） ! （!）

由（)）3 $ *（!）3（) & $）得# # # $#（!）*（) & $）#（"）& #（+!）&$#（!，+!）’)#（+!）*
（) & $）#（"，+!）’)#（+!）* !$ #（!，+!） ! * !（) & $） #（"，+!） !，

由条件 )，有 $#（!，+!）’)#（+!）*（) & $）#（"，+!）’)#（+!）.
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!（! " !）"（!，"）#)#（+!）$（! " !）（ " !）"（!，"）#)#（+!）% &，

#! "（!，+!） ’ $ #（! " !） "（"，+!） ’ % #! "（!，+!） ’ $ #（! " !） !"（!，"） ’ % #!（! " !）’ "（!，"） ’ $
#（! " !）!’ "（!，"） ’ % #!（! " !）（! " !） "（!，"） ’ $ ! "（!，"）[ ]’ % #!（! " !） "（!，"） ’，

所以 !#（!）$（! " !）#（"）" #（+!）&#!（! " !） "（!，"） ’，

# " $ !"（!，"( )）’!#（!）$（! " !）#（"）" #!（! " !） "（!，"） ’。

必要性。假定 # 为强预不变凸函数，则对#!，"$$ 和 !$［&，!］，存在一个常数 # ( &，使得

# " $ !"（!，"( )）’!#（!）$（! " !）#（"）" #!（! " !） "（!，"） ’

则 #（!）" #（"）&# " $ !"（!，"( )） " #（"）

!
$ #（! " !） "（!，"） ’。

由中值定理，存在 ,!，& ),! ) !，使得* #（!）" #（"）&"（!，"）#)# " $,!"（!，"( )） $ #（! " !） "（!，"） ’，

由 ! 在［&，!］中的任意性，让 !"&，则 ,!"&，因此 #（!）" #（"）&"（!，"）#)#（"）$ # "（!，"） ’，由 !，" 的

任意性和 # 的存在性，得证。 证毕

定理 !* 设 $ 为不变开凸集，" 满足条件 !，# 在 $ 上是可微的，则 # 是 $ 上相对于 " 的强预不变凸函

数的充要条件是)# 是 $ 上相对于 " 的强不变单调映射，且 # 满足 # " $ "（!，"( )）’#（!），对#!，"$$。

证明* 必要性。设 # 为 $ 上相对于 " 的强预不变凸函数，当 ! % ! 时，# " $ "（!，"( )）’#（!），对#!，"
$$。再者，由引理 !，# 是强不变凸的，即 #（"）" #（!）&"（"，!）#)#（!）$ # "（"，!） ’，交换 ! 和 "，则有

#（!）" #（"）&"（!，"）#)#（"）$ # "（!，"） ’，两式相加，得

&&"（"，!）#)#（!）$ "（!，"）#)#（"）$ # "（"，!） ’ $ "（!，"）( )’ ，

所以)# 是强不变单调的。

充分性（反证法）。若)# 是 $ 上相对于 " 的强不变单调映射，设 # 不是 $ 上相对于 " 的强预不变凸

函数，则存在 !，"$$，使对某一 !$（&，!）和任意的 # ( & 有

# " $ !"（!，"( )） ( !#（!）$（! " !）#（"）" #!（! " !） "（!，"） ’。

由已知条件，对某一 !$（&，!）有

# " $ !"（!，"( )） ( !# " $ "（!，"( )） $（! " !）#（"）" #!（! " !） "（! " "） ’，

则 ! # " $ !"（!，"( )） " # " $ "（!，"( )[ ]） $（! " !） # " $ !"（!，"( )） " #（"[ ]） ( " #!（! " !） "（! " "） ’。

由中值定理，有

!（! " !）"（!，"）#)# " $ !!"（!，"( )） $（! " !）!"（!，"）#)# " $ !’"（!，"( )） ( " #!（! " !） "（! " "） ’，

其中 & ) !’ ) ! ) !! ) !，则有

" "（!，"）#)# " $ !!"（!，"( )） $ "（!，"）#)# " $ !’"（!，"( )） ( " # "（! " "） ’ （+）

由条件 !，有

" " $ !’"（!，"），" $ !!"（!，"( )） % " " $ !’"（!，"），" $ !’"（!，"）$（!! " !’）"（!，"( )） %

" " $ !’"（!，"），" $ !’"（!，"）$
!! " !’

! " !’
" !，" $ !’"（!，"( )( )） %

"
!! " !’

! " !’
" !，" $ !’"（!，"( )） %（!’ " !!）"（!，"） （,）

" " $ !!"（!，"），" $ !’"（!，"( )） % " " $ !!"（!，"），" $ !!"（!，"）"（!! " !’）"（!，"( )） %
" " $ !!"（!，"），" $ !!"（!，"）$ " "，" $（!! " !’）"（!，"( )( )） %

" " "，" $（!! " !’）"（!，"( )） %（!! " !’）"（!，"） （-）

用（!! " !’）乘（+）式，则由（,）、（-）式，有

" " $ !’"（!，"），" $ !!"（!，"( )） #)# " $ !!"（!，"( )） $
" " $ !!"（!，"），" $ !’"（!，"( )） #)# " $ !’"（!，"( )） ( " #（!! " !’） "（!，"） ’ （.）

而由（,）、（-）式

" " $ !’"（!，"），" $ !!"（!，"( )） ’ % " " $ !!"（!，"），" $ !’"（!，"( )） ’ %（!! " !’）’ "（!，"） ’，

" " $ !’"（!，"），" $ !!"（!，"( )） ’ $ " " $ !!"（!，"），" $ !’"（!，"( )） ’ % ’（!! " !’）’ "（!，"） ’，
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!（!，"） ! " #
!（"# $ "!）! ! " % "!!（!，"），" % "#!（!，"( )） ! % ! " % "#!（!，"），" % "!!（!，"( )）( )! "

#
（"# $ "!）! ! " % "#!（!，"），" % "!!（!，"( )） !

为方便起见，令 # " ! " % "!!（!，"），" % "#!（!，"( )） &)$ " % "#!（!，"( )） %
! " % "#!（!，"），" % "!!（!，"( )） &)$ " % "!!（!，"( )）

又因)$ 是 # 上相对于 ! 的强不变单调映射。所以，存在 $ ’ (，" % "#!（!，"），" % "!!（!，"）$#，有

# % $ !（" % "#!（!，"），" % "!!（!，"）） ! % ! " % "!!（!，"），" % "#!（!，"( )）( )! ’(，

由此式和（)）、（*）式知

#’ $ !$（"# $ "!）! !（!，"） ! （+）

又由（,）式和（+）式得 $ !$（"# $ "!）! !（!，"） !&# ’ $ %（"# $ "!） !（!，"） !，即

!$（"# $ "!）’ $ %-!$（"# $ "!）- %，

而由 % 的任意性且 % ’ (-!$（"# $ "!）’(，这与 !$（"# $ "!）’ ( 矛盾。 证毕

!. 强 %&单调映射

定义 /. 设 ’ 为 !( 的非空子集，$0’"!(，%0’"!(，如果存在 % ’ (，使

%（!）$ %（"），$（!）$ $（"[ ]）&% %（!）$ %（"） !，#!，"$’，!%"，

则称 $ 为相对于 % 的强 %&单调映射。

注 1. 强 %&单调映射是严格 %&单调映射，但反之不然。

例 1. 设 $（!）" $ !!，%（!）" $ !，’ "｛! 2 !&(｝，则

%（!）$ %（"），$（!）$ $（"[ ]） "（ $ ! % "，$ !! % "!）"（" $ !）!（" % !）’ (，

所以 $ 为相对于 % 的严格 %&单调映射，它不是严格单调的。因为

（" $ !）& $（"）$ $（![ ]） "（" $ !）（ $ "! % !!）" $（" $ !）!（" % !）’(。

同时，它也不是强 %&单调映射。如果 $ 是强 %&单调映射，则存在 % ’ (，使

%（!）$ %（"），$（!）$ $（"[ ]） "（ $ ! % "，$ !! % "!）"（" $ !）!（" % !）&% $ ! % " !

则有 " % !&%，由 !，" 的任意性，及 !%"，取 " " (，则 !&%-%’(，与 % ’ ( 矛盾。

注 ). 当 %（!）$ %（"）" ! $ " 时，强单调映射为强 %&单调映射，但反之不然。

例 ). $（!）" $（! % #）!，%（!）" $ !，’ "｛! 2 !&(｝，存在 % " # 使

%（!）$ %（"），$（!）$ $（"[ ]） " $ ! % "，$（! % #）! %（" % #）[ ]! "
（" $ !）（" % # $ ! $ #）（" % # % ! % #）"（" $ !）!（" % ! % !）& " $ ! !

即 " % ! % !&( 成立。而. . （" $ !）& $（"）$ $（![ ]） "（" $ !） $（" % #）! %（! % #）[ ]! "
（" $ !）（! % # $ " $ #）（! % # % " % #）" $（" $ !）!（! % " % !）’(

因此，$ 不是单调的，从而也不是强单调的。

定义 3. 设 ’ 为 !( 中的开子集，$ 0 ’"! 是可微的，% 0 ’"!(，如果存在 $ ’ (，使 $（ !）$ $（ "）&
%（!）$ %（"），)$（"[ ]） % $ %（!）$ %（"） !，#!，"$’，!%" 成立，则称 $ 为强 %&凸函数。

下面的结果提供了强 %&凸函数和强 %&单调梯度的一个联系；对)$ 的一些假设是必要的，以补充没有

经典单调性的缺陷。

定理 !. 设函数 $0’.!("! 是可微的，

#）如果 $ 在 ’ 上是强 %&凸的，则在 % " !$ 时，)$ 在 ’ 上是强 %&单调的；

!）相反，设 4）’ 是 凸 集，5）)$ 在 ’ 上 是 强 %&单 调 的，6）% 在 ’ 上 是 凹 的，7） ! $ "，)$（+![ ]） -
%（!）$ %（"），)$（"[ ]） % $ %（!）$ %（"） ! 对#$ ’ ( 和某些 !，"$’，且 !$’，+! ","! %（# $,"）"，( -," - #，

即可得到

!） ! $ "，)$（+![ ]）& #
,"

%（!）$ %（"），)$（+![ ]），"） %（!）$ %（+!），)$（+![ ]）&(，#）)$（ "）&(，则

$ 在 ’ 上是强 %&凸的。
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证明! "）因为 ! 在 " 上是强 #$凸的，则#%，&$"，%%&，有

!（%）# !（&）& #（%）# #（&），)!（&[ ]） $ ! #（%）# #（&） %

!（&）# !（%）& #（&）# #（%），)!（%[ ]） $ ! #（&）# #（%） %，

将上面两式相加得 && #（%）# #（&），)!（&）#)!（%[ ]） $ %! #（&）# #（%） %，

即 #（%）# #（&），)!（%）#)!（&[ ]）&%! #（&）# #（%） %。

所以在 " ’ %! 时，)! 在 " 上是强 #$单调的。

%）设)! 是强 #$单调的，但 ! 不是强 #$凸的。则对#! ( &，存在 %，&$"，使

!（%）# !（&）) #（%）# #（&），)!（&[ ]） $ ! #（%）# #（&） %。 （*）

由（*）式和中值定理，存在 +%$"，+% ’,#% $（" #,#）&，& ),# ) "，使得

% # &，)!（+%[ ]） ) #（%）# #（&），)!（&[ ]） $ ! #（%）# #（&） %， （+）

由假设 %）的（,）—（-），存在 " ( & 有

% # &，)!（+%[ ]）& "
,#

#（%）# #（&），)!（+%[ ]） ’

"
,#

#（%）# #（+%），)!（+%[ ]） $ "
,#

#（+%）# #（&），)!（+%[ ]）&

"
,#

#（+%）# #（&），)!（+%[ ]）& "
,#

#（+%）# #（&），)!（&[ ]） $ " #（+%）# #（&）{ }% ’

"
,#

#（,#% $（" #,#）&）# #（&），)!（&[ ]） $ " # ,#% $（" #,#）( )& # #（&）{ }% ’

"
,#
,# #（%）##（&( )），)!（&[ ]） $ " ,# #（%）##（&( )）{ }% & #（%）##（&），)!（&[ ]） $ ",# #（&）##（%）%

与（+）式矛盾。所以 ! 在 " 上是强 #$凸的。 证毕
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