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摘 要：用镜象法求解金属球与无限大导体平板系统的电容。根据数学物理理论，通过配置镜象电荷系列进行求解

电容，即在金属球与无限大导体平板系统中配置镜象电荷系列，通过引入叠加系数 !"，"# 可以精确确定镜象电荷系列

中任意象电荷的位置和电量，并采用计算技术工具软件 )*+,*- 进行运算与作图，精确计算系统的电容。
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本文采用镜象法求金属球与无限大导体平板系

统的电容。在采用平面镜象法和球面镜象法的专著

和教材［! O &］中，一般 采 用 一 个 或 者 几 个 有 限 镜 象 电

荷等效地研究系统的电势分布或电容。通过在金属

球的中心 , 处 配 置 电 荷 * 求 出 对 应 的 无 穷 镜 像 电

荷系列，等效地求出金属球的电势 !，最后由公式 !

9 *
!

求出系 统 的 电 容。 通 过 引 入 叠 加 系 数 !"，"# 可

以精确确定镜象电荷系列中任意象电荷的位置和电

量，采用计算技术工具软件 )*+,*- 进行运算与作

图，精确计算系统的电容，本文是对作者原有研究

工作［P］的补充和完善。

! 镜象电荷系列的配置

设半径为 :% 的金属球位于无限大接地 导 体 平

板附近，见 图 !。球 心 与 导 体 板 的 距 离 为 ;。 设 在

金属球的中心 , 处放置一电量为 < *! 的电荷，由于

< *! 的影响，使金属球和导体板的表面出现感应电

荷，感应电荷之间存在相互作用，如果采用直接求解

泊松方程，求解过程将极为复杂。如果采用镜象法，

可以等效地求出金属球表面与导体板的感应电荷，

进而求出金属球电势和空间电势分布。
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图 ! 镜像电荷序列示意

在球心放入电荷 ! "! 之后，无论金属球表面和

无限大导体板表面的电荷怎样分布，金属球表面各

点和无限大金属板表面各点的电势是相等的，因此

放入镜象 电 荷 的 大 小、位 置 一 定 要 满 足 这 个 条 件。

根据对称性，为了使无限大导体板各点的电势相等，

应在金属板 的 右 侧 距 离 导 体 板 相 等 处 放 入 电 量 相

等、电性相反 的 镜 象 电 荷 # "! 。放 入 镜 象 电 荷 # "!

后，虽然使无限大导体板表面的电势相等了，但是又

使得金属球表面的电势不相等，因此需要在金属球

内放入一个镜象电荷 ! "" ，距离球心 $ 的距离记为

%" 。令
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根据镜象法，得
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放入镜象电荷 ! "" 后，打破了无限大导体平板

表面电势相等的条件，要使导体板表面上各点的电

势相等，应在导体板的右侧等距离位置放入电量相

等，电性相反的镜象电荷 # "" ，放 入 电 荷 # "" 后，又

破坏了金属球表面电势相等的条件，为了使金属球

表面电势相等，需要在金属球内放入 # "" 的镜象电

荷 ! "% 。同理，根据镜象法得到

"% ’ &"

! & &"
"! %% ’

&(#

! & &"

有了 ! "% 电荷后，又打破了无限大导体板电势

相等的条件，要使导体板上各点电势恒定，根据对称

性，又要在导体板右侧距离相等的位置放入电量相

等，电性相反 的 镜 象 电 荷 # "% 。但 是 有 了 镜 象 电 荷

# "% 后，一方面使无限大导体板表面上各点电势相

等，另一方面又打破金属球表面上各点电势相等的

条件。如此重复的放上 ! "’ 、# "’ 、! "$ 、# "$ 、⋯⋯，

放上尽可能 多 的 镜 象 电 荷 直 到 满 足 一 定 的 计 算 精

度。放入的镜象电荷的位置、电量要使得金属球 和

无限大导体板上面各点的电势分别相等。可以看出

这样的重复规律：对于在板左边的电荷为 ! "+ # ! 时，

该电荷打破了导体板上各点电势相等的条件，则应

在导体板右边对称位置放入电量相等、电性相反的

镜象电荷 # "+ # ! 。有了 # "+ # ! 后，一方面使无限大导

体板上各点电势相等，另一方面又打破了金属球表

面电势相等的条件，为了使金属球表面各点的电势

相等，则又应该在金属球内放入镜象电荷 ! "+，如此

不断重复。

同理，根据镜象得

%+ ’
("

#

") # %+ # !

（!）
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(#

") # %+ # !

"+ # ! （"）

由上两个公式，可以计算出无限多个 镜 象 电 荷

的电量 "+、位置 %+ 的值。由（!）式可以看出 %+ 逐渐

增大，但是镜象电荷只能够存在于以 $ 或者以 $,为
球心，(# 为半径的球中，因此 %+ 的值不可能大于 (#

的值，即 %+ 的范围是 #" %+"(# 。由（"）式也可以看

出 "+ 的值逐渐减小，由
(#

") # %+ # !

- !，所以当 + 趋近

无限大时，放入的镜象电荷的电量趋近零，由此可以

看出配置镜象电荷系列的 + 愈大，计算出来的电势

值就更精确。在 误 差 允 许 的 范 围 内，可 以 用 放 入 +
个镜象（ 足 够 多）电 荷 产 生 的 场 代 替 所 有 感 应 在 金

属球表面和无限大导体表面电荷产生的场。

" 数据分析

" * ! 分析 %+ 的值

根据（!）式、（"）式，由 %! ’ #，"! 为初始值，可以

算出 %+ 与 (# ，& 的关系，见表 !。

其中 & ’
(#

")
，由表 ! 可以看出，分式 %+ # ! 中的分

母变成分式 %+ 中分子的一部分，因而可以定义数列

来标记 %+ 的分母，即把每一项 %+ 的分母看成数列的

第 + 项，记为 .+。其 中 .# ’ #，.! ’ ." ’ !，.% ’ ! &

&" ，.’ ’ ! & "&" ，⋯，则 %+ ’
&(#.+ # !

.+

，"+ ’ &+ # !

.+

"! ，可 见

%+，"+ 与数列｛.+｝有密切关系。

" * " 分析 .+ 的值

由于 .+ 中无论 + 为偶数还是奇数，都只包含 &

的偶次幂多项式，定义 .+ 中 & 各幂次项前面系数为
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!"，!#，$" % #
"[ ]!

# % "
（ & # ）#!"，!# ’!#，其 中

"[ ]! %

" & !
!

，" 为偶数

" & #
!

，"{ 为奇数

，可以看出 $" 包括的代数项有如下

规律：

（#）当 " 为偶数时，$" 的项数为
"
!

项，分别为

（ & #）
"
! !"，" ’

" (（ & #）
!
! !"，! ’

! ( ⋯

(（ & #）
"
! !"，" & ! ’

" & ! （$）

（!）当 " 为奇数时，$" 的项数为
" ( #
!

项，分别为

（ & #）
"
! !"，" ’

" (（ & #）
!
! !"，! ’

! ( ⋯

(（ & #）
" & #
! !"，" & # ’

" & # （%）

! ) $ 分析与计算 !"，!#

（#）!"，" % "，!#，" % # （&）

（!）!"，* % "（*$"） （’）

（$）!"，!# % !" & #，!# ( !" & !，!# & ! （(）

由递推关系（(）式 以 及（$）+（’）式 可 以 得 到 任 意

$" 项，从而求得镜象电荷 ,"。

（%） 采 用 数 学 工 具 软 件 )*+,*- ’ ) & 计 算

!"，!#的值（ 部分数据见表 !）。

表 # 镜象电荷 ," 距球心距离 -" 与 ." ，’ 的关系

-# -! -$ -% -& -’ -(

" ’."
’."

# . ’!
（# . ’! ）’."

# . ! ’!
（# . !’! ）’."

# . $ ’! ( ’%
（# . $ ’! ( ’% ）’."

# . % ’! ( $ ’%
（# . %’! ( $ ’% ）’."

# . & ’! ( ’ ’% & ’’

表 ! 叠加系数的部分值

#
"

" ! % ’ / #" #! #% #’ #/ !"

# #

! #

$ # #

% # !

& # $ #

’ # % $

( # & ’ #

/ # ’ #" %

0 # ( #& #" #

#" # / !# !" &

## # 0 !/ $& #& #

#! # #" $’ &’ $& ’

#$ # ## %& /% (" !# #

$ 金属球与无限大金属板系统电容

于是金属球的总电量

, % ,# ( ,! ( ,$ ( ,% ( ,& ( ,’ ( ,( ( ,/ ( ⋯⋯ （/）

根据上表中的数据，金属球的总电量就为

, % , (# # 1 ’ ( ’!

# . ’!
( ’$

# . !’!
( ’%

# . $’! ( ’%
(

’&

# . %’! ( $’%
( ’’

# . &’! ( ’’% & ’’
( ’(

# . ’’! ( #"’% & %’’
(

’/

# . (’! ( #&’% & #"’’ ( ’/
(

’0

# . /’! ( !#’% & !"’’ ( &’/
( )⋯⋯ （0）

金属球的电势仅决定于 ( ,# ，因为 & ,# 和 ( ,! ；

& ,! 和 ( ,$ ⋯对金属球面电势的贡献为零。所以金

属球的电势为

! %
,#

%!"."

（#"）

把（0）式、（#"）式带入 ! % ,
!

，这样金属球与无

限大金属板系统的电容为

! % ,
!

% %!". (" # 1 ’ ( ’!

# . ’!
( ’$

# . !’!
( ’%

# . $’! ( ’%
(

’&

# . %’! ( $’%
( ’’

# . &’! ( ’’% & ’’
(
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!!

" # $!% " "&!’ # ’!$
" !(

" # !!% " ")!’ # "&!$ " !(
"

!*

" # (!% " %"!’ # %&!$ " )!(
" )⋯⋯ （""）

令

$% & " + ! " !%

" # !%
" !,

" # %!%
" !’

" # ,!% " !’
"

!)

" # ’!% " ,!’
" !$

" # )!% " $!’ # !$
" ⋯⋯ （"%）

$% 含有 % " " 项，% 可以取 任 意 大 的 正 整 数，% 实 际

代表了 近 似 计 算 的 级 别，$" & " + !，$% & " + ! "
!%

" # !%
，$, & " + ! " !%

" # !%
" !,

" # %!%
⋯，只 要 计 算 求 得

’% ，’, ，’’ ，⋯，’%，由（(）式，（*）式，（"%）式，即可求得

$%，而 ’% &
!% # "

(%

’" ，可见须 计 算 (%，(% 又 涉 及 计 算 叠

加系数 )%，%*，根 据 这 样 的 思 路，只 需 计 算 出 叠 加 系

数 )%，%*，就可通 过 编 写 程 序 计 算 出 $%，相 当 于 等 价

地求出了系统的电容 )。由于 )%，%*的解析式是明晰

的，这就使得系统的电容 ) 的计算可以达到任意精

确度。 根 据 上 面 的 表 达 式，采 用 数 学 工 具 软 件

-./0.1 $2 )［*］编写程序，分别作出 $% 与 ! 函 数 图

象，如图 %。

图 % 电客 )% 中 $% 与 ! 的关系曲线图

’ 讨论与结论

（"）图 % 作 出 了 ") 条 曲 线，从 下 到 上 依 次 为

$" ，$% ，⋯，$") 随 ! 的变化函数图象，从图 % 中可以看

出 ! 的值越小即球距导体板的距离越大，$% 的值越

小，电容 ) 越小；! 的值越大即球距导体板的距离越

小，$% 的值越大，电容 ) 越大。

（%）由图 % 看出，当 ! & & 时，即无限大金属板在

无穷远时，代入（""）式中，可得

) & ’
!

&’!"+&（" +& +& +& +& +&⋯⋯）&’!"+& （",）

（",）式即为孤立导体球的电容，说明无限大金属板

在无穷远时系统的电容最小。当 ! 为 & , ) 时，代入

（""）式，可得

) & ’
!

&’!"+ (& " + "
%

"
( )"
%

%

" # ( )"
%

% "

( )"
%

’

" #,( )"
%

%

" ( )"
%

’ "
( )"
%

)

" #’( )"
%

%

",( )"
%

, " )⋯⋯

（"’）

化简（"’）式，可得

) & ’
!

&’!"+ (& " + "
%

" "
,

" "
’

" "
)

" "
$

" )⋯⋯ （")）

（") (）式中包含发散级数 " + "
%

" "
,

" "
’

" "
)

" "
$

" )⋯⋯ ，说明金属球无限接近导体平板的情况，相

当于电容器极板的距离趋于零，电容器的电容自然

趋于无限大。在 ! & & , )，即 - & ! 的严格条件下，金

属球与导体平板相接触，两者形成整体，电容器的构

造已经发生了质的变化，这时的电容值一般说来应

为有限值，仅 当 平 板 为 无 限 大 时，电 容 值 才 为 无 限

大。

（,）根据前面的分析，知道金属球与无限大导

体平板组成系统电容的大小与金属球半径 +& 有关，

也与金属球与无限大导体板的距离 - 或者参数 ! 有

关。只要给定 +& 和 ! 或 者 - 的 具 体 数 值，由（""）

式、（"%）式 可 以 计 算 求 得 系 统 的 电 容 至 任 意 精 度。

又从图 % 可以看出，当 %$"& 时，各级别的 $% . ! 关

系曲线已接近重合。
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