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摘 要：给出了在上半连续（下半连续）条件下判别一个函数是强预不变凸函数的两个条件。另外还给出了强预不

变凸函数、严格预不变凸函数和半严格预不变凸函数的一些性质。
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& 预备知识

在数理经济、工程、管理科学及优化理论中，凸性及广义凸性起着十分重要的作用，因此，凸性及广义凸

性的研究在数学规划中是最重要的方面。最近，J2:A 和 50=> 在文献［&］中引入了预不变凸函数的概念并
应用它在非线性规划中建立了充分的最优性条件；杨新民和李端在文献［%，,］中提出了严格预不变凸函数
及半严格预不变凸函数的概念，并讨论了预不变凸函数和半严格预不变凸函数之间的关系，得到了预不变

凸函数的一些性质；杨新民在文献［!］中也讨论了凸函数、半严格凸函数和严格凸函数之间的关系；颜丽佳
和刘芙萍在文献［.］中提出了强预不变凸函数的概念，并讨论了它的一些性质。
本文对强预不变凸函数作了进一步的讨论，给出了在上半连续（下半连续）条件下判别一个函数是强预

不变凸函数的两个充分条件。同时还给出了强预不变凸函数、严格预不变凸函数和半严格预不变凸函数的

一些性质。

定义 &［)］ 设集合 ,"< ’ 如果对任意的 -，.#, 和 !#［"，&］，恒有 !- /（& K !）.#,，则称 , 为凸集。
定义 %［&］ 设集合 0"< ’，如果存在一个向量函数 "1 < ’ 2 < ’$< ’，使得%-，.#0，!#［"，&］，恒有 . /

!"（ -，.）#0，则称 0 为不变凸集。
定义 ,［!］ 设集合 ,"< ’ 是凸集，函数 31 ,$<。若对%-，.#,，-&.，恒有

3（!- /（& K !）.）4 !3（ -）/（& K !）3（ .），%!#（"，&），
则称函数 3 为定义在 , 上的严格凸函数。
定义 !［!］ 设集合 ,"< ’ 是凸集，函数 31 ,$< 如果对任意的 -，.#,，3（ -）&3（ .），恒有
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!（!" #（! " !）$）% !!（ "）#（! " !）!（ $），%!#（#，!），
则称函数 ! 为定义在 & 上的半严格凸函数。
定义 $［%］ 设集合 &"! ’ 是凸集，如果存在常数 " ( # 使得函数 !) &$! 对任意的 "，$#&，恒有

!（!" #（! " !）$）’!!（ "）#（! " !）!（ $）* "!（! " !）(" * $(&，%!#［#，!］，
则称函数 ! 为定义在 & 上的强凸函数。
定义 ’［(］ 设集合 &"! ’ 是凸集，函数 !) &$!。如果对任意的 "，$#&，"&$，恒有

!（!" #（! " !）$）% )*+｛!（ "），!（ $）｝，%!#（#，!），
则称函数 ! 为定义在 & 上的严格拟凸函数。
定义 %［(］ 设集合 &"! ’ 是凸集，函数 !) &$! 如果对任意的 "，$#&，!（ "）&!（ $），恒有

!（!" #（! " !）$）% )*+｛!（ "），!（ $）｝，%!#（#，!），
则称函数 ! 为定义在 & 上的半严格拟凸函数。
定义 (［(］ 设集合 &"! ’ 是凸集，如果存在常数 " ( # 使得函数 !) &$! 对任意的 "，$#&，恒有

!（!" #（! " !）$）’)*+｛!（ "），!（ $）｝* "!（! " !）(" * $(&，%!#［#，!］，
则称函数 ! 为定义在 & 上的强拟凸函数。
定义 ,［&］ 设集合 +"! ’ 是关于 #) ! ’ , ! ’$! ’ 的不变凸集，函数 !) +$! 如果对任意的 "，$#+，"&

$，恒有
!（ $ # !#（ "，$））% !!（ "）#（! " !）!（ $），%!#（#，!），

则称函数 ! 为定义在 + 上的严格预不变凸函数。
定义 !#［&］ 设集合 +"! ’ 是关于 # ) ! ’ , ! ’$! ’ 的不变凸集，函数 ! ) +$! 如果对任意的 "，$#+，

!（ "）&!（ $），恒有
!（ $ # !#（ "，$））% !!（ "）#（! " !）!（ $），%!#（#，!），

则称函数 ! 为定义在 + 上的半严格预不变凸函数。
定义 !!［$］ 设集合 +"! ’ 是关于 # ) ! ’ , ! ’$! ’ 的不变凸集，如果存在常数 " ( # 使得函数 ! ) +$!

对任意的 "，$#+，恒有
!（ $ # !#（ "，$））’!!（ "）#（! " !）!（ $）* "!（! " !）(#（ "，$）(&，%!#［#，!］，

则称函数 ! 为定义在 + 上的强预不变凸函数。
条件 ! 设集合 +"! ’ 是关于 #) ! ’ , ! ’$! ’ 的不变凸集，称函数 ! ) +$! 满足条件 !，如果%"，$#

+，有 !（ $ # #（ "，$））’!（ "）。
条件 ! 是强预不变凸函数当 ! - ! 时的特殊情况。
条件 &［,］ 设向量函数 #) ! ’ , ! ’$! ’，称函数 # 满足条件 &，如果%"，$#! ’ 和 !#［#，!］，有

#（ $，$ # !#（ "，$））- * !#（ "，$），#（ "，$ # !#（ "，$））-（! " !）#（ "，$）。
容易验证，若 # 满足条件 &，则 #（ $ # !#（ "，$），$）- !#（ "，$）［!#］。
引理［$］ 设集合 +"! ’ 是关于 #) ! ’ , ! ’$! ’ 的不变凸集，# 满足条件 &，如果函数 !) +$! 在 + 上是

下半连续的，且满足条件 !，那么 ! 在 + 上是关于 # 的强预不变凸函数，当且仅当存在常数 " ( # 使得对%"，
$#+，)$#（#，!），使得

!（ $ # $#（ "，$））’$!（ "）#（! " $）!（ $）* "$（! " $）(#（ "，$）(&。

& 主要结果

本节将给出在上半连续（下半连续）条件下判别一个函数是强预不变凸函数的两个充分条件。

定理 ! 设集合 +"! ’ 是关于 #) ! ’ , ! ’$! ’ 的非空不变凸集，函数 # 满足条件 &，!) +$! 是下半连
续函数且满足条件 !。如果存在 $#（#，!），" ( #，使得%"，$#+，!（ "）&!（ $）恒有

!（ $ # $#（ "，$））% $!（ "）#（! " $）!（ $）* "$（! " $）(#（ "，$）(&， （!）
则 ! 是集合 + 上的强预不变凸函数。
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证明 由上一节的引理，只需证明存在一个常数 ! ! !，使得对%"，##$，均存在一个 "#（!，"），恒有
%（ # & "#（ "，#））’"%（ "）&（" # "）%（ #）’ !"（" # "）(#（ "，#）($。

用反证法。假设对任意的常数 ! ! !，存在一对 "，##$ 使得
%（ # & "#（ "，#））! "%（ "）&（" # "）%（ #）’ !"（" # "）(#（ "，#）($，%"#（!，"） （$）

如果 %（ "）&%（ #），那么由（"）式，有
%（ # & $#（ "，#））( $%（ "）&（" # $）%（ #）’ !$（" # $）(#（ "，#）($，

与（$）式矛盾。如果 %（ "）) %（ #），则（$）式意味着
%（ # & "#（ "，#））! %（ "）’ !"（" # "）(#（ "，#）($ ) %（ #）’ !"（" # "）(#（ "，#）($，%"#（!，"） （%）

由条件 $，得到
%［ # & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#））］) %［ # &（" & $（" # "））#（ "，#）］!
%（ #）’ !（" & $（" # "））［" #（" & $（" # "））］(#（ "，#）($，%"#（!，"）。 （&）

由条件 $ 及（"）、（%）式，有
%［ # & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#））］(

$%（ "）&（" # $）%（ # & "#（ "，#））’ !$（" # $）(#（ "，# & "#（ "，#））($ (
%（ # & "#（ "，#））& $!"（" # "）(#（ "，#）($ ’ $!（" # $）（" # "）$(#（ "，#）($，%"#（!，"）。 （’）

再次由（"）、（&）和（’）式，有
%［ # &（" # $）（" & $（" # "））#（ "，#）］)

%［ # & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#））& $#（ #，# & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#）））］(
$%（ #）&（" # $）%［ # & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#））］’

!$（" # $）(#（ #，# & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#）））($ ( %［ # & "#（ "，#）& $#（ "，# & "#（ "，#））］&
$!（" & $（" # "））［" #（" & $（" # "））］(#（ "，#）($ ’ !$（" # $）（" & $（" # "））$(#（ "，#）($ (

%（ # & "#（ "，#））& $!｛"（" # "）’（" # $）（" # "）$ &
（" & $（" # "））［" #（" & $（" # "））］’（" # $）（" & $（" # "））$｝(#（ "，#）($，%"#（!，"） （(）

取 " ) " # $
$ # $

#（!，"），则 " # " ) "
$ # $
，有

$!｛"（" # "）’（" # $）（" # "）$ &（" & $（" # "））［" #（" & $（" # "））］’（" # $）（" & $（" # "））$｝)

$!
" # $
（$ # $）$

’ " # $
（$ # $）[ ]$ & "

$ # $
· " # "

$ #[ ]$ ’（" # $）·
"

$ #( )${ }$

) !。

即上面的（(）式意味着

% # & " # $
$ # $

#（ "，#( )） ( % # & " # $
$ # $

#（ "，#( )），
矛盾。 证毕

以下定理可类似证明。

定理 $ 设集合 $"! * 是关于 #+ ! * , ! *$! * 的非空不变凸集，函数 # 满足条件 $，%+ $$! 是上半连
续函数且满足条件 "。如果存在 $#（!，"），! ! !，使得%"，##$，%（ "）&%（ #）恒有

%（ # & $#（ "，#））( $%（ "）&（" # $）%（ #）’ !$（" # $）(#（ "，#）($，

则 % 是集合 $ 上的强预不变凸函数。
下面将给出强预不变凸函数及严格预不变凸函数和半严格预不变凸函数的一些性质。

定理 % 设集合 $ 是关于函数 #+ ! * , ! *$! * 的不变凸集，函数 # 满足条件 $，且对任意的 "，##$，当
"&# 时 #（ "，#）&!。如果函数 % 是集合 $ 上关于 # 的强预不变凸函数，则对%"，##$，"&#，函数%（"）) %
（ # & "#（ "，#））是［!，"］上的强凸函数。
证明 假设 % 是 $ 上关于 # 的强预不变凸函数。则由强预不变凸函数的定义，存在一个常数 ! ! ! 使

得对%"，##$，有
%（ # & "#（ "，#））’"%（ "）&（" # "）%（ #）’ !"（" # "）(#（ "，#）($，%"#［!，"］。 （)）

对%$"，$$#［!，"］，%"#［!，"］，如果 $" ) $$，有
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!（"#! !（! " "）##）" !（##）" #（ $ ! ##$（ %，$））" "!（#!）!（! " "）!（##）& %"（! " "）(#! & ##(
#

如果 #!&##。不失一般性可假设 #! ’ ##。由于 #!，###［$，!］，因此 ##&!，且 $ %
#! & ##

! " ##
’!，有

!（"#! !（! " "）##）" #（ $ !（## ! "（#! & ##））$（ %，$）"

#（ $ ! ##$（ %，$）! "（#! & ##）$（ %，$）） （&）

由条件 #，有
$（ $ ! #!$（ %，$），$ ! ##$（ %，$））" $（ $ ! ##$（ %，$）!（#! & ##）$（ %，$），$ ! ##$（ %，$））"

$（ $ ! ##$（ %，$）!
#! & ##

! " ##
$（ %，$ ! ##$（ %，$）），$ ! ##$（ %，$））"

#! & ##

! " ##
$（ %，$ ! ##$（ %，$））"（#! & ##）$（ %，$） （’）

由（(）(（’）式，得到
!（"#! !（! " "）##）" #（ $ !（## ! "（#! & ##））$（ %，$））"

#（ $ ! ##$（ %，$）! "$（ $ ! #!$（ %，$），$ ! ##$（ %，$）））’

"#（ $ ! #!$（ %，$））!（! " "）#（ $ ! ##$（ %，$））& %"（! " "）($（ $ ! #!$（ %，$），$ ! ##$（ %，$））(# "

"!（#!）!（! " "）!（##）& %"（! " "）(#! & ##(
#·($（ %，$）(# "

"!（#!）!（! " "）!（##）& %)"（! " "）(#! & ##(
#

这里取 %) " %($（ %，$）(#，因为对%%，$#* 有 %&$，$（ %，$）&$，及 % ’ $，因此 %) ’ $。故 !（"）是［$，!］上
的强凸函数。 证毕

下面的定理可类似证明。

定理 ) 设集合 * 是关于函数 $+ ! , - ! ,$! , 的不变凸集，同时函数 $ 满足条件 #，且对任意的 %，$#
* 当 %&$ 时 $（ %，$）&$。如果函数 #+ *$! 是集合 * 上关于 $ 的强预不变凸函数，则对%%，$#*，%&$，函
数 !（"）" #（ $ ! "$（ %，$））是［$，!］上的强拟凸函数。
定理 * 设集合 * 是关于函数 $+ ! , - ! ,$! , 的不变凸集，同时函数 $ 满足条件 #，且对任意的 %，$#

* 当 %&$ 时 $（ %，$）&$。如果函数 #+ *$! 是集合 * 上关于 $ 的严格预不变凸函数，则对%%，$#*，函数
!（"）" #（ $ ! "$（ %，$））是（$，!）上的严格凸函数。
证明 假设函数 # 是集合 * 上关于 $ 的严格预不变凸函数。由严格预不变凸函数的定义，对%%，$#

*，%&$，恒有
#（ $ ! "$（ %，$））. "#（ %）!（! " "）#（ $），%"#（$，!）/ （!$）

对%#!，###（$，!），%"#（$，!）。如果 #!&##，不失一般性可假设 #! ’ ##，则有 $ %
#! & ##

! " ##

. !。因此，

有

!（"#! !（! " "）##）" #（ $ !（## ! "（#! & ##））$（ %，$））"

#（ $ ! ##$（ %，$））! "（#! & ##）$（ %，$）） （!!）

因为对%%，$#*，%&$，$（ %，$）&$ 以及 #!&##，则有 $ ! #!$（ %，$）&$ ! ##$（ %，$），因此，由（’）(（!!）式，

有

!（"#! !（! " "）##）" #（$ !（## ! "（# & ##））$（%，$））" #（$ ! ##$（%，$）! "$（$ ! #!$（%，$），$ ! ##$（%，$）））.

"#（ $ ! #!$（ %，$））!（! " "）#（ $ ! ##$（ %，$））" "!（#!）!（! " "）!（##）

故函数 !（"）是（$，!）上的严格凸函数。 证毕

定理 + 设集合 * 是关于函数 $+ ! , - ! ,$! , 的不变凸集，函数 $ 满足条件 #。如果函数 # + *$! 是
集合 * 上关于 $ 的半严格预不变凸函数，则对%%，$#*，函数 !（"）" #（ $ ! "$（ %，$））是（$，!）上的半严格
凸函数。

证明 假设函数 # 是集合 * 上关于 $ 的半严格预不变凸函数。由半严格预不变凸函数的定义，对%%，$
#*，#（ %）&#（ $）恒有
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!（ " # !"（ $，"））% !!（ $）#（! " !）!（ "），%!#（#，!） （!$）
对%#!，#!#（#，!），%!#（#，!）。如果 $（#!）&$（#$），则有 !（ " # #!"（ $，"））&!（ " # #$"（ $，"））及 #!

&#$。不失一般性可假设 #! & #$，则 # %
#! ’ #$

! " #$

% !。因此，有

$（!#! #（! " !）#$）( !（ " #（#$ # !（#! ’ #$））"（ $，"））(

!（ " # #$"（ $，"）# !（#! ’ #$）"（ $，"）） （!&）

由 !（ " # #!"（ $，"））&!（ " # #$"（ $，"））及（’）、（!$）和（!&）式，得到

$（!#! #（! " !）#$）( !（ " #（#$ # !（#! ’ #$））"（ $，"））(

!（ " # #$"（ $，"）# !"（ " # #!"（ $，"），" # #$"（ $，"）））%

!!（ " # #!"（ $，"））#（! " !）!（ " # #$"（ $，"））( !$（#!）#（! " !）$（#$）

故函数 $（!）是（#，!）上的半严格凸函数。 证毕
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