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摘! 要：对邻域空间的研究已经有了一些结果，本文在此基础上引入了 !" *C
"分离型邻域空间，着重讨论了它的重要

性质，并给出两个重要反例，最后推导了 !" *C
"分离型邻域空间与 !#（ # F * G

" ，*，" G
" ，"，G）"型邻域空间相互间的关

系。
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! ! !" " 型邻域空间与 !* " 型邻域空间是点集拓扑

学中的重要性质，文献［G］引入了 !" G
"
" 型邻域空间

的概念及结果，本文主要论证了 !" *
C
" 分离型邻域空

间是严格介于 !" G
"
" 型邻域空间与 !* " 型邻域空间的

一种新型空间。为研究方便，列出以下知识。

定义 G［" * E］! 设 + 是任一集合，如果对每一个 ,
" + 都确定了一些包含 , 的子集与 , 对应，则称 + 为

P.’?4’=（-）空间或邻域空间，简记为（-）空间。与 ,
对应的各集叫 , 的邻域，点 , 的邻域族记作 -（,）。

#," .$ +，%%" -（,），<) =) %$ .，称 . 为邻域

空间的开集。此外，还有如下定义。

G）若对 + 中每两点 ,G 和 ,"，,G & ,"，有 -G "
-（,G），-" " -（,"）满足 ,G ’ -"，," ’ -G，则称（+，

-）为 !G " 型邻域空间。

"）如果对 + 中每两点 ,G 和 ,"，,G & ,"，有 -G "

-（,G），-" " -（,"）满足 -G ( -" / )，则称（+，-）

为 !" " 型邻域空间。

*）如果对 + 中每两点 ,，0" +，,& 0，存在开 %
" -（,）与开 -" -（0），%( - / )，则称（+，-）是

!" G
"
" 型邻域空间。

C）如果 1 是闭集，且 1$ +，,’ 1，则存在开集

%* 1 与开 -" -（,）满足 %( - / )，则称（+，-）

是正则邻域空间，正则的 !G " 型邻域空间称为 !* " 型

邻域空间。

Q）设（+，-）是邻域空间，对任意 1 是闭集，且 1
$ + 及任意 ,’ 1，存在连续映射 2：++［#，G］满足

2（,）/ #，2（1）/ ｛G｝，则称 + 是全正则的邻域空

间，全正则的 !G " 型邻域空间称为 !* G
"
" 型邻域空间。

定义"! 设（+，-）是邻域空间，1$+，若%$+
且存在开集-使1$-$%，则称%为子集1的邻域。
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定义 !" 设（!，"）是邻域空间，!、" 是 " 的开

邻域族。如 果 任 意 # " "，存 在 !# $ ! 使 得 #
$,%"!#

%，则称 ! 为 ! 的一个基；如果 " 的所有非

空有限子族之交构成的集族，即

! $ ｛&# ( &$ (⋯( &’ ( &) " "，

) $ #，$⋯’；’" ! * ｝

是 ! 的一个基，则称 " 为 ! 的一个子基。

定义%" 设 ! $-
)"+

!) 是度量空间 !)（ )" +）的

度量积空间，则将 !，!)（ )" +）都考虑作为邻域空间

时，! 是 !)（ )" +）的邻域积空间。

定理 #［#］" 设（!，"）是邻域空间，则 ! 是正则

邻域空间.任意 ," ! 与开 # " "（,），存在 " "
"（,）使得 "$ #。

定理 $［#］" 设 !、- 是邻域空间，.：! + - 是映

射，则 . 连续.邻域、开集、闭集的逆象分别是邻域、

开集、闭集。

定理 !［#］" （!，"）是 /# 0 型邻域空间的充要条

件是单点集为闭集。

#" /$ !
%
0 分离型邻域空间

定义&" 设（!，"）是邻域空间，任意 ,，1"! 且

,& 1，存在连续函数 .：!+［’，#］，使得 .（,）$ ’，

.（1）$ #，则称 ! 是次正则的分离型邻域空间，次正

则的 /# 0 型邻域空间称为 /$ !
%
0 分离型邻域空间。

定理 %" 设 !、- 是邻域空间，.：!+ - 是映射，

则以下条件等价：

#）. 连续；

$）-有一个基!，任意开集%"!，. 2#（%）是!
中一个开集；

!）- 有一个子基 "，任意开集 &" "，. 2#（&）是

! 中一个开集。

证明 " 条件 #）蕴涵条件 !）是显然的。

条件!）蕴涵条件$），根据定义! 知! $ ｛&#(
&$ (⋯( &’ ( &) " "，) $ #，$⋯’；’" ! * ｝是 - 的

一个基，则

#&) " "，. 2#（&# ( &$ (⋯( &’）$
.2#（&#）( . 2#（&$）(⋯( . 2#（&’）

是 ! 中有限个开集之交，因此是 ! 中一个开集。

条件$）蕴涵条件#），!是-的一个基，则任意-
中开集 #" "，%!#$!满足 # $,%"!#

%，.（#）$
.2#（,%"!#

%）$,%"!#
. 2#（%）是!中一簇开集之并，

所以是 ! 中一个开集，据定理 $ 知 . 连续。 证毕

定理 &" 正则的邻域空间一定是次正则的分离

型邻域空间。

证明 " 正则邻域空间!中，任意 ,，1"!且 ,&
1。令 3 $ ｛4# $ ’，4$ $ #，⋯｝为［’，#］内一切有理

数集。先用归纳法构造 ! 开集族｛5（ 4）｝4"3 满足：

#）若 4 6 47，则5（ 4）$ 5（ 47）；

$）#4" 3，," 5（ 4）" "（,）。

事实上，令 ," 5（ 4$）$ ｛1｝8，由定理 # 知存在

开集 #" "（,）满足 ,"/#$ 5（ 4$），令 5（ 4#）$ #。

由 4# $ ’ 6 # $ 4$，则开集族｛5（ 4#），5（ 4$）｝满足条

件 #），$）。

现设 90 $ 且｛5（ 4)）｝)19 满足条件 #），$），令 4#
$ ()*｛4) ( 4) 6 49*#，)1 9｝，4: $ (+,｛4) ( 4) ; 49*#，

)1 9｝，则 4< 6 4:（ <，: 1 9）。据条件 #）知5（ 4<）$
5（ 4:）且%=""（,）使得5（ 4<）$=$/=$5（ 4:）。

令 5（ 49*#） $ =。则开集族｛5（ 4)）｝)19*# 满足条件

#），$），归纳完成。令

.（ >）$
+,-｛4" 3 ( >" 5（ 4）｝" （ >" 5（ 4$））

" " " #" " " " " " " （ >" ! .5（ 4$
{

））

据条件 $）有

.（,）$ +,- 3 $ ’，1"（5（ 4$）8，.（1）$ #。

下面只须证 . / !+［’，#］连续。事实上，［’，#］

的子基元形如［’，#），（$，#］，其中 ’ 6 #1 #，’1 $
6 #。若能证明

. 2#（［’，#））$,4 6 #5（ 4）； （#）

. 2#（（$，#］）$,4 ; $! . 5（ 4）。 （$）

其中（#）、（$）式右端是开集，据定理 % 知 . 连续。事

实上（#）式可由 . 的定义直接得到。下证（$）式。

设 ," . 2#（（$，#］），.（,）; $或 ,"（5（ 4$））8，

则#4" 3 使 $ 6 4 6 # $ 4$，据条件 #），有 ," ! .
5（ 4），故 . 2#（（$，#］）$,4 ; $（! . 5（ 4））。反之若%4’
; $ 使 ," ! . 5（ 4’），则若 ," 5（ 4）必有 40 4’ ;

$，从 而 , " . 2#（（$，#］），即 ,4 ; $（! . 5（ 4））$
. 2#（（$，#］），故（$）式成立。 证毕

$" /$ !
%
0 分离型邻域空间的性质

定理 0" /$ !
%
0 分离型邻域空间是可遗传的。

证明 " 设（!，"）是 /$ !
%
0 分离型邻域空间，故 !

是次正则的、/# 的。由于 /# 0 型邻域空间具有遗传

性，因此只须证次正则是可遗传的。设 ? $ ! 子空

间，任意 ,，1" ? 且 ,& 1，显然 ,，1" ! 且 ,& 1，

由 ! 是次正则的，故存在连续函数 .：! +［’，#］使

.（,）$ ’，.（1）$ #，令 @ $ . ( ?：?+［’，#］，@ 为连

$ 重庆师范大学学报（自然科学版）" " " " " " " " " " " " " " " " 第 $! 卷



续函数且

!（"）# $（"）# !，!（%）# $（%）# "，

故 & 是次正则的分离型邻域空间，即次正则是可遗

传的。 证毕

定理 #$ ’% &
’
( 分离型邻域空间是拓扑不变的。

证明 $ 设（)，*）是 ’% &
’
( 分离型邻域空间，故 )

是次正则的、’" 的。由于 ’" ( 型邻域空间是拓扑不变

的，因此只须证次正则是拓扑不变的。设 $：) + + 同

胚映射，#"，%" +，"& %，且

$ ,"（"），$ ,"（%）" )，$ ,"（"）& $ ,"（%），

因为 ) 次正则，故存在连续函数 !，令 ! # ! 2 $ ,"：+

+［!，"］是连续函数，且

!（"）# ! 2 $ ,"（"）# !，!（%）# ! 2 $ ,"（%）# "，

因此 + 是次正则的分离型邻域空间。 证毕

由定理 & 可知，’" ( 型邻域空间满足单点集是闭

集，而 ’& "
%
( 型邻域空间满足任意可乘性，因此 ’% &

’
(

分离型邻域空间作为 ’& "
%
( 型邻域空间的特殊情形，

满足以下定理。

定理 ($ 积空间 ) # -
-".

)- 是 ’% &
’
( 分离型邻域

空间.#-" .，)- 是 ’% &
’
( 分离型邻域空间。

&$ ’% &
’
( 分离型邻域空间与其他邻域空

间的相互关系

$ $ 定理 )$ 设（)，*）是邻域空间，$ * )+ + 是映

射，则 $ 连续即等价于

#/$ +，$ ,"（/）$ $ ,"（3/） （&）

证明 $ 据定理 % 知 $ 连续等价于

任意闭集 /$ +，$ ,"（/）是 ) 中闭集。 （’）

下只须证（&）式、（’）式等价。若（&）式成立，/
是 + 中闭集，据（&）式有

$ ,"（/）$ $ ,"（3/）# $,"（/），

$ ,"（/）闭于 )。

反之若（’）成立，#/$ +，则 $ ,"（3/）是 ) 中包

含 $ ,"（/）的闭子集，故有 $ ,"（3/）* $ ,"（/），则命题

得证。 证毕

定理 "!$ ’% &
’
( 分离型邻域空间与 ’&，’% "

%
( 型邻

域空间的关系是 ’&4 ’% &
’
4 ’% "

%
。

证明 $ ’&4’% &
’
，由定理 + 显然成立。

’% &
’
4 ’% "

%
，设（)，*）是次正则的、’" ( 型邻域空

间。任意 "，%" ) 且 "& %，存在连续函数 $：)+［!，

"］，使得 $（"）# !，$（%）# "。［!，"］作为实直线的

子空间，［!，
"
& ），（

%
& ，"］是其开集，于是 $ ,"（［!，

"
& ）），$ ,"（（

%
& ，"］）是 ) 上开集且

"" $ ,"（［!，
"
& ））$ $ ,"（［!，

"
& ）），

%" $ ,"（（
%
& ，"］）$ $ ,"（（

%
& ，"］），

据定理 ) 有

$ ,"（［!，
"
& ））$ $ ,"（［!，

"
& ））# $,"（［!，

"
& ）），

$ ,"（（
%
& ，"］）$ $ ,"（（

%
& ，"］）# $,"（［

%
& ，"］），

而 !，[ ]"
&

， %
& ，[ ]" 是［!，"］上两无交闭集，由 $

连续，则

$ ,"（［!，
"
& ］）( $ ,"（［

%
& ，"］）# )，

故$ ,"（［!，
"
& ））( $ ,"（（［

%
& ，"］）# )，即 ) 是

’% "
%
( 型邻域空间。 证毕

根据文献［"］可得如下推论。

推论 $ ’& "
%
4’&4’% &

’
4’% "

%
4’%4’" "

%
4’"。

注 $ 定理 "! 所阐述的关系反之不一定成立。

例"$ 设 0 #｛（"，%）1 "，%"!，% 2 !｝为上半

平面，在 0 上取欧氏拓扑 "，3 代表实数轴。令 ) # 0
, 3，在 ) 上取拓扑 "! * " 加上形如｛"｝,（0( 4）

的集组成，其中 "" 3，4 是平面内点 " 的欧氏邻域。

则（)，"!）是 ’% &
’
( 分离型邻域空间。事实上，对

#"，%" )，"& %，%$ * )+［!，"］且

$（ 5）#
1 " , 5 1
1 " , % 1 $

5" 6 # ｛7" ) 1 7 #
（" , 8）" 9 8%，8"［!，"］｝

$ $ !$ $ $ $ $ 5"
{

) , 6
满足 $（"）# !，$（%）# "，下只须说明 $是连续函数。

由于

# #｛｛［!，$）1 $"（!，"］｝,｛（%，"］1 %"［!，"）｝｝

作成［!，"］的一个子基，据 定 理 ’、定 理 +，只 证

$ ,"（［!，$））是 ) 中的开集。由

$ $ $ $ $ $ ,"（［!，$））#（) , 6）,
｛7 1 7"（" , 8）" 9 8%，! 1 8 : 8!｝

其中由 8! 所得 7! 满足 $（7!）# $，故只证

/ # 6 ,｛7 1 7"（" , 8）" 9 8%，! 1 8 : 8!｝

为 ) 中闭集。分 & 种情况讨论，如图 " 所示。

"）当 / 位于 0 中，显然是闭集；

%）当 / 一端点位于 3 上，其余各点位于 0 中时，
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!（"）# "，3" # ", !（"）# "，" 为闭集；

!）当 " 位于 $ 上，!（"）# )$ "，" 为闭集。但

（%，!!）却不是 &! ’ 型邻域空间［"］。

图 #$ " 点存在的 ! 种情况

例 %$ 设 ( 是平面上单位正方形的内部除了横

坐标为
#
% 的点以外的一切有理点。令

% # (,｛（&，&）｝,｛（#，&）｝,

｛
（

#
% ，)!%）

) " !，& * )!% * #｝

其中 !为有理数集。定义 % 上拓扑邻域基如下：取 (
中每一点的邻域基为单位正方形的欧氏邻域基，%
中其余各点邻域基分别如图 % 所示，为

图 %$ % 中其余各点邻域基

+,（&，&）#｛（&，&）｝,｛（-，.）/ & * - * #
’ ，& * . * #

, ｝，

+,（#，&）#｛（#，&）｝,｛（-，.）/ !
’ * - * #，& * . * #

, ｝，

+,（
#
% ，)!%）#｛（-，.）/ #

’ * - * !
’ ，/ . 0 )!% / *

#
, ｝

此空间为 ()*+, 空间。则 % 是 &% #
%
’ 型邻域空间［"］。却

不是 &% !
’
’分离型邻域空间。事实上，对于% 中不同的

两点（&，&），（#，&），找不出连续函数

1 - %+［&，#］，,. /. $ 1（&，&）# &，1（#，&）# #。
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