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库仑修饰势在原子散射中的引用分析
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摘! 要：对弱外光场条件下修饰势的引入进行分析、推导，得到仅当自由电子的颤动半径小于原子尺度时，才能引入

分数形式修饰势的结论。
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%! 修饰势的引入与当前存在的问题

%I$R 年 S) T’00’N’/6’/ 提出有效束缚势模型［%］，用于求解原子受激光场作用在束缚态之间的跃迁；

%ID* 年 M) U18=12 进一步数学化［"］。R# 年代末期 V) &8:-. 进一步发展为库仑修饰势模型［*］，并且采用 U44
耦合方法用于研究带电粒子与原子的库仑散射。V) &8:-. 等人的库仑修饰势模型都是在电偶极近似下获

得，而散射问题必须考虑电多极矩展开［+］。本文对包含电矢势作为相因子的指数函数作高于电偶极近似展

开，对库仑修饰势的引入进行比较严谨的分析与推导，并对采用 U44 耦合法求解径向波函数所满足的二阶

线性微分方程组时仍然存在问题的连接条件进行了分析。

当类氢原子或者离子与单色激光场存在相互作用时，对激光场引入横波条件并采用 T1/>/’’ 原子单位，

其 @(5/WB806’/ 方程为
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"# 5 6 8 为动量算符，矢势 $（ 4）为圆极化形式辐射场
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"为频率，#为初相位，!<，!- 为 <，-方向单位矢量，;# 为弱矢势振幅。为了对哈密顿中的相互作用项进行分离，

对波函数进行幺正变换
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文献［&］’［(］均采用电偶极近似，由（(）式得出与（&）式等价的 )*+,-%$./!, 方程
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%’

%1’
% 3’

+ # 4（ 4 % &）

1’
% ’(
（ 1’ % ’’

0）& 5[ ]’ /+40（ 1）" # ’( #
; ，(

( " &，6 " 0
#
4707

〈240 ) 8(6（%，&）) 24707〉/+#(6，47，07（ 1）（=）

其中 (6 " ( # ’6，9+ "［’（. # +#）］& 5 ’，8(6 为电多极矩耦合势型［1］
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这里存在一个自洽性问题。（1）式的推导采用的是电偶极近似［& ’ (］，涉及单光子跃迁；而（=）、（>）式采

用的是电多极矩展开型［1］，涉及多光子跃迁，显然两者不自洽。另外，对（1）、（=）式的求解还存在以下问

题。为了 求 解 78923!: 分 波 函 数 /+40（ 1）满 足 的 常 微 分 耦 合 方 程 组，文 献［<］ ’［&&］涉 及 将 修 饰 势

(
) ! # !0（ !）) 用勒让德函数［&’］ 展开
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［&&］在求解耦合的径向方程组时，使用连接条件
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事实上（@）式的推导出现了本末倒置，而且对于 1 < * 的情形不成立。因为根据动量算符和坐标算符的

对易关系以及指数函数的幂级数展开式，在进行幺正变换的过程中，首先在等价的 )*+,-%$./!, 方程中出现

的是（@）式右端的第一式，恰好可引用左端的修饰势表示，而（@）式右端的第二式在等价的 )*+,-%$./!, 方程

中根本不会出现，因而（@）式对于 1 < * 的情形不成立。

’? 等价 )*+,-%$./!, 方程中出现修饰势的推导

因为（&）式中的相互作用哈密顿
$
$ #$·"（ !）并不随散射距离的增加而消失，并且对于应用紧密藕合的渐

近自由条件不方便，因而需作如（(）式所示的幺正变换，由（&）式得
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在坐标表象中，电子的正则动量 !" ! " ! ，由（"）式知 ·#（ #）! #，#（ #）·!" " !"·#（ #）! ! ·#（ #）! #，

即 #（ #）· !" ! !" · #（ #），但 矢 径 $ 与 !" 不 对 易。为 了 获 得 !（$，#）满 足 的 简 化 微 分 方 程，须 考 虑
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根据坐标算符与动量算符的对易关系式
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将（$"）式代入（$$）式
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注意到时间 # 与位矢 $ 为独立变量，在（$)）式中
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#3 为光矢与位矢之间的夹角。

（$#）式右端的 ) ! #，$ 时加起来，得

" ’
(#

$

) ! #

*)
)！ " #(" #· !"( )$

)
! #

$

) ! #

（ " *）)

)！ " #(" " #· !"( )( )$

)

#
$

6 ! #
" #(" #

$
6
46（,-.#3） " ’

(6%( )$

% !" #(" " #· !"( )$ " #(" #
$

46（,-.#3） " ’
(( )" （$/）

当（$#）式中 ) ! " 时
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（$#）式右端的 ) ! #，$，" 时加起来，得
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可见（$+）式中最后一项已经并入（$*）式的求和项 " 中。

当（$"）式中 $ % & 时，可求得
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（$"）式右端的 $ % "，$，!，& 时加起来，得
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可见（$*）式中最后两项已经合并入（$-）式的求和项 " 中。

分别求出（$"）式中 $ % +，*⋯ 相应的对易关系。

（$"）式右端的 $ % "，$，!，&，+ 时加起来，得
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可见（$-）式中最后两项已经合并入（$,）式的求和项 " 中。

利用逐步逼近法和极限的定义［$&］，有
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!" 讨论与结论

#）本文对弱外光场条件下修饰势的引入进行精确到 $ 光子作用过程的推导，比文献［%］、［!］单光子作

用过程的推导更严谨。本文还认为仅当自由电子的颤动半径小于原子尺度时，分数形式修饰势的引入才是可

行的。

%）在进行如（!）式 所 示 的 幺 正 变 换 时，由 于
!
" 与 " #&! !· "#( )( )$

%
之 间 的 对 易 不 可 能 产 生 行 如

"&

’&(#)&（’()!*）的项，因而（*）式对于 " + ’ 的情形不成立。

!）（#+）式较之（$）式更基本，进行推导与运算时不能本末倒置。

$）随径向坐标 " 的增加，修饰势因子 ", 的作用逐渐减弱，当 "$- 时波函数满足纯库仑散射渐近条件。

*）对#（$，#）进行 ./(0123分波展开#（$，#）, #
"#-./ 0-./（ "）1./（ "$）245（ 2 63# ( 6-（$# ( %）），可得到 .77

方程。为了求解，部分作者根据（8）式将 .77方程分段求解，再利用连接条件0-./（ "）
"$’2,

, 0-./（ "）
"$’(,

，

0*-./（ "）
"$’2,

, 0*-./（ "）
"$’(,

求出待定常数。这种求解方法对于库仑修饰势不可取，也不严谨。如前所述，

（8）式右端的第二式在等价 9’:;<&6=>2; 的方程中根本不会出现，因而（8）式对于 " + ’ 的情形不成立。事实

上，求解 .77 方程应充分利用 "$ - 时波函数满足纯库仑散射渐近条件和 ?:633@A2; 函数等特殊函数的性

质［#!］，由简单耦合到复杂耦合，低阶近似到高阶近似，弹性散射到非弹性散射，逐步深入。
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