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摘! 要：首先讨论了 !"拓扑空间中的预开集、预半开集等概念，然后利用这些概念在 !"拓扑空间中提出了 #"（#$"）良
紧集的概念，研究了它们的基本特征，讨论了它们的一些基本性质。
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%! 预备知识

模糊紧性理论是 !"3.PP? 拓扑学中最重要的研
究内容之一，许多学者对其进行了一系列的研究，特

别是王国俊教授提出的良紧性［%］概念，由于它充分

反映了模糊拓扑层次结构的特点，保持了一般拓扑

空间中紧性的各种基本性质，因而被国内外学者广

泛采纳。本文在引入并讨论 !"3.PP? 预开集、预半开
集等概念的基础上，从层次结构入手引入 !"拓扑空
间中的 #"良紧性和 #$"良紧性，并给出了 #"良紧性和
#$"良紧性的分子式、覆盖式、具有有限交性质的集
族式等多种方式的特征刻划。同时还证明了 #"良紧
性（#$"良紧性）对预闭子集（预半闭子集）遗传，
#"（#$"）良紧子集在 #"（#$"）连续映射下的像保持等
基本性质。

在本文中 !表示 3.PP?格，%和#分别表示 !中的
最大元和最小元。%（!）表示 ! 中全部分子之集，5
表示非空集，!5表示5上的全体QR集。若&"!5，则

&#，&6 分别表示 QR集 & 的内部和闭包。%!（!5）表

示 !5的全体分子之集，"（!）表示 !（!" !）的最大
极小集，"!（!）7 "（!）#%（!）表示 !的标准极小
集［"］，!!（ 8）7（"!（ 89））9表示 8的由异于%的素元
组成的极大集，#（!）表示 !中异于 % 的全体素元之
集。其它未列出的记号和术语均可在参考文献［* :
%$］中找到。
定义 %! 设（!5，#）是 !"拓扑空间，;!"%!（!5），

&" #9，如果 ;! $ &，则称 &为 ;! 的闭远域。设 ’"
!5，如果 ;! 有闭远域 &使 ’% &，则称 ’ 为 ;! 的远
域。分子 ;! 的一切远域和一切闭远域之集记作
$（;!）与 $ 6（;!）。
定义"! 设（!5，#）是 !"拓扑空间，&" !5，%&

#9，!" %（!）。如果对 &中的每个高为 !的分子 ;!，
有 #"%使 #" $（;!），则称%为 &的 !"远域族，记
作’% < &（!）（或!"SR）。如果存在 8" "!（!），使
’ % < &（ 8），则称%为 &的 ! 6 "远域族，记作%(
&（!）（或 ! 6 "SR）。
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定义!" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"。如果

对 $的任一 "#远域族#& !%，#有有限子族$，使$
构成 $的" & #远域族，则称 $为良紧集。当最大 #$子
集 % 是良紧集时，称（!"，!）为良紧空间。
定义 &" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"称为

%）半开集当且仅当存在开集 ’，使得 ’% $%
’&；

’）半闭集当且仅当存在闭集 (，使得 (( % $%
(。

!#拓扑空间（!"，!）中的所有半开集、半闭集分
别记为 #)*（!"）、#)+（!"）。显然，$ " #)*（!"）当

且仅当 $%" #)+（!"）。

定义," 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，则 $
的半内部和半闭包分别定义为

$( )#｛* + *" #)*（!"），$% *｝，
$& ))｛* + *" #)+（!"），*% $｝。
定理%" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，则关

系式 $( % $( % $% $&% $& 成立。

定理’" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，则下

列等式成立

%）（$&）
( ) $&(；

’）$(& )（$(）
&；

!）（$&）
& )（$&）& ) $&；

&）（$(）
( )（$(）( ) $(；

,）（$&）
( % $&( % $&( %（$

&）(；

-）（$(）&% $( &% $(& %（$(）
&。

’" !#拓扑空间中的预开集和预半开集

" " 定义-" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"称为

预开集当且仅当存在开集 ’，使得 $% ’% $&；若 $
是预开集，则称 $%是预闭集。

!# 拓扑空间（!"，!）中的所有预开集记作
#.*（!"），所有的预闭集记作 #.+（!"）。

定义 /" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"称为

预半开集当且仅当存在半开集’，使得 $%’% $&；

若 $是预半开集，则称 $%是预半闭集。
!#拓扑空间（!"，!）中的所有预半开集记作

#.)*（!"），所有预半闭集记作 #.)+（!"）。

定理 !" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，则

%）$是预开集当且仅当 $% $&(，$是预闭集当
且仅当 $* $(&；

’）$是预半开集当且仅当 $% $&(，$是预半闭

集当且仅当 $* $(&。

定理 &" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，则
%）!& #.*（!"）& #.)*（!"），

!%& #.+（!"）& #.)+（!"）；

’）!& #)*（!"）& #.)*（!"）。

定义 0" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，

%）若 $ ) $(&（$ ) $&(），则称 $为正则闭集（正
则开集）；

’）若 $ ) $(&（$ ) $&(），则称 $为正则半闭集
（正则半开集）。

!#拓扑空间（!"，!）中的所有正则闭集（正则开
集）记作 #1+（!"）（#1*（!"）），所有的正则半闭集

（正则半开集）记作 #1)+（!"）（#1)*（!"））。

显然，若 $是正则闭集，则 $%是正则开集；若 $
是正则半闭集，则 $%是正则半开集。
定理 ," 设（!"，!）是 !#拓扑空间，则下列命题

成立

%）$是正则闭集当且仅当 $ 是开集的闭包；$
是正则开集当且仅当 $是闭集的内部；

’）正则闭集是闭的半开集，半开集的闭包是正
则闭集；

!）正则开集是半闭集，正则闭集是半开集。
证明 " %）设 $是正则闭集，则 $ ) $(&，所以 $

是开集的闭包；反之，设 ’是开集，则由 ’ % ’&( %
’&，得 ’& )（’&）(&，即开集 ’的闭包 ’& 是正则闭

集。

’）设 $是正则闭集，则 $(% $%（$(）&，所以 $
是半开集。若 $是半开集，则有开集’，使得’% $%
’&，这时 $& ) ’&，由 %）知 $& 是正则闭集。

!）由 ’）是明显的。 证毕

定理 -" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，则下列命题
成立

%）$是正则半闭集当且仅当 $是半开集的半闭
包；$是正则半开集当且仅当 $是半闭集的半内部；

’）正则半闭集是半开集，正则半开集是半闭
集。

此定理的证明类似定理 , 的相应部分。
定理/" 设（!"，!）是 !#拓扑空间，$" !"，则下

列命题成立

%）若 $" #.*（!"），则 $&" #1+（!"）；

’）若 $" #.+（!"），则 $( " #1*（!"）；

!）$" #.*（!"）# !%当且仅当 $" !# !%；
&）$" #.+（!"）# !当且仅当 $" !# !%；
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!）若 ! " "#$（"#），$ " !，则 ! # $ "
"#$（"#）；

%）若｛!"｝""# & "#$（"#），则 )
""#

!" "

"#$（"#）。

定理&’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，则下

列命题成立

(）若 !" "#)$（"#），则 !&" "*)+（"#）；

,）若 !" "#)+（"#），则 !- " "*)$（"#）；

.）!" "#)$（"#）# ")+（"#）当且仅当 ! "
")$（"#）# ")+（"#）；

/）!" "#)+（"#）# ")$（"#）当且仅当 ! "
")$（"#）# ")+（"#）；

!）若 !"｛!"｝""# & "#)$（"#），则 )
""#

!" "

"#)$（"#）。

定理0’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，则下

列命题成立

(）!" "#$（"#）当且仅当 !& ’ !&-；

,）!" "#$（"#）当且仅当 !&" "*$（"#）；

.）"*$（"#）’ "#$（"#）# ")+（"#）。

证明 ’ (）若 !" "#$（"#），只需证明 !&% !&-

即可。由于 ! " "#$（"#），故有 !&%（!
&-）&，且由

!&- " ")+（"#），得 !&% !&-，反之显然。

,）若 !&" "*$（"#），则 !& ’（!&）
&- 且 !&%

!& &- ’ !&-，由 (），!& ’ !&-，再由 (）知 ! "
"#$（"#），反过来，由 (）显然。

.）! " "#$（"#）# ")+（"#），由 ,）! "
"*$（"#），即 "#$（"#）# ")+（"#）& "*$（"#）。

反之，若 !" "*$（"#），则 !&- ’ !，又正则开集
是半闭集，故 !&- ’ !&，从而 !&- ’ !& ’ !，由 (），!
" "#$（"#）# ")+（"#）。 证毕

定义 0’ 设（"(，!）是 "1拓扑空间，!" "(，

(）包含于 !的一切预开集的并叫做 !的 "1预
内部，记作 !$，即

!$ ’+｛)" "#$（"(）︳)% !｝；
,）包含 !的一切预闭集的交叫做 !的 "1预闭
包，记作 !,，即

!, ’’｛)" "#+（"(）︳!% )｝。
定义 (-’ 设（"(，!）是 "1拓扑空间，!" "(，

(）包含于 !的一切预半开集的并叫做 !的预半
内部，记作 !$，即

!$ ’+｛)" "#)$（"(）︳)% !｝；
,）包含 !的一切预半闭集的交叫做 !的预半闭

包，记作 !,，即
!, ’’｛)" "#)+（"(）︳!% )｝。
定理 (-’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，则

下列命题成立

(）! " "#$（"#）当且仅当 ! ’ !$，! "
"#+（"#）当且仅当 ! ’ !,；

,）! " "#)$（"#）当且仅当 ! ’ !$，! "
"#)+（"#）当且仅当 ! ’ !,。
定理 ((’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，则

下列关系式成立

!- % !$ % !$ % !- % !% !&% !,% !,% !&。

定义 ((’ 设 * 是（"#，!）中的分子网，+ "
,!（"#），称 +为 *的 -%极限点（-.%极限点），若对每
一个/"%-（0"）（/"%-.（0"）），*最终不在/中；称
+ 为 * 的 -% 聚点（-.% 聚点），若对每一个 / "
%-（0"）（/" %-.（0"）），*经常不在 /中。

.’ "%拓扑空间中的 -%（-.%）良紧集

定义 (,’ 设（"#，!）是 "% 拓扑空间，0" "
,!（"#），!" "#+（"#）（"#)+（"#）），如果 0" $ !，
则称 !为 0" 的预闭远域（预半闭远域）。设 ) " "#，

如果 0" 有预闭远域（预半闭远域）!，使 )% !，则称
)为 0" 的 -%远域（-.%远域）。分子 0" 的一切 -%远域
（-.%远域）和一切 -%闭远域（-.%闭远域）之集记作
%-（0"）（%-.（0"））与 % &

-（0"）（%
&
-.（0"））。

定义 (.’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，&
& "#+（"#）（"#)+（"#）），"",（"）。如果对 !中的
每个高为 "的分子 0"，有 /" &，使 /" %-（0"）（/
" %-.（0"）），则称 & 为 ! 的 "%- 远域族（"%-. 远域
族），记作 "%-*1（"%-.*1）。如果存在 1" ’!（"），使
&为 !的 1%-*1（ 1%-.*1），则称 &为 !的 " & %-远域
族（" & %-.远域族），记作 " & %-*1（" & %-.*1）。
定义 (/’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#。如

果对 !的任一 "%-远域族（"%-.远域族）&，&有有限
子族(，使(构成 !的 " & %-远域族（" & %-.远域族），
则称 !为 -%良紧集（-.%良紧集）。当最大 "1集 ( 是
-%良紧集（-.%良紧集）时，称（"#，!）为 -%（-.%）良紧
空间。

由定义，显然以下结论成立。

定理 (,’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#，则

! 是良紧集-!是 -%良紧集-!是 -.%良紧集，反之
一般都不成立。

定理(.’ 设（"#，!）是 "%拓扑空间，!" "#是 -%
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良紧集（!"#良紧集）当且仅当.!" $（%）及 &中
的每个 !#网 ’，’在 &中有一高度等于 !的 !#聚点
（!"#聚点）。
此定理的证明与文献［!］中定理 "( !( # 类似。
定义$%& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，&" %)，*"

!（%），#&’()（%)）（’(*)（%)））。称#为&的 *#!覆
盖（ *#!"覆盖），若 .+ " &［ *,］ - ｛+ " )︳&（+）*
*,｝，存在."#，使.（+）/ *；称#为 &的 * / #!覆盖
（ * / #!"覆盖），若存在 0" !!（ *），使 #是 &的 0#!覆
盖（ 0#!"覆盖）。
定义 $"& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，& " %)，#

& %)，!" $（%）。称 #在 & 中具有 !#!（1#!"）交性
质，若.$" !（#），0+" &［!］使（’$）（+）* !。称

#在 & 中具有 ! / #!（! / #!"）交性质，若 .0 "
%!（!），#在 &中具有 0#!（ 0#!"）交性质。
引理 $& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，&" %)，*"

!（%），#& ’()（%)）（’(*)（%)）），则

$）#为 &的 *#!覆盖（ *#!"覆盖）当且仅当#,是
&的 *,#!+,（ #!"+,）；

!）#为 &的 * / #!覆盖（ * / #!"覆盖）当且仅当#,
是 &的（ *,）2 #!+,（（ *,）2 #!"+,）。
此引理的证明参见文献［$-］中的引理 $( $$。
定理 $-& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，&" %)，则

下列条件等价

$）&是 !#良紧集（!"#良紧集）；
!）.*" !（%）及 &的 *#!覆盖（ *#!"覆盖）#&

’()（%)）（’(*)（%)）），存在$"!（#）使$是&的 * /

#!覆盖（ * / #!"覆盖）；
.）.! " $（%）及每个在 & 中具有 ! / #!（! /

#!"）交性质的 # & ’(/（%)）（’(*/（%)）），0+ "
&［!］，使（’ #）（+）* !；

-）.! " $（%）及每个在 & 中具有 ! / #!（! /

#!"）交性质的#& %)，0+" &［!］，使（’#,）（+）*
!（（’ # 3）（+）* !）。
证明 & 仅就 !#良紧集的情形予以证明，!"#良

紧集的情形类似可证。

$）-!），设#& ’()（%)）是 &的 *#!覆盖，则#,
是 &的 *,#!+,，从而存在$"!（#）使$,是 &的（ *,）2

#!+,，于是 $是 &的 * / #!覆盖。
!）-.），若存在 !" $（%）及某个在 & 中具有

! / #!交性质的 #& ’(/（%)），使0+" &［!］，使（’
#）（+）1!，则不难看出#,是 &的!,#!覆盖。于是存
在 $" !（#）使 $,是 &的（!,）/ #!覆盖，即存在 0"

!!（!,）使$,是 &的 0#!覆盖。从而0+" &［ 0,］，04

" $，使 4,,（+）/ 0，于是
（’（（$,,）,）（+）-（’ $&）（+）1

0,"（!!（!,））, - %!（!），
这表明 #在 &中不具有 ! / #!交性质，矛盾。

.）--），显然。
-）-$），若 &不是 !#良紧集，则存在 !"$（%）
及某个!#!+,#&’(/（%)），使.$"!（#）不是&的
! 2 #!+,，即.0" %!（!），$不是 &的 0#!+,。因此存
在 +" &［ 0］使（’$&）（+）* 0，可见#在 &中具有! /

#!交性质。于是 0+ " &［!］，使得（’ #,）（+） -
（’ #）（+）* !。这与 #是 &的 !#!+,不合，所以 &
是 !#良紧集。 证毕

定理$%& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，&" %)是 !#
良紧集（!"#良紧集）当且仅当 &的每个有正则预闭
集（正则预半闭集）构成的 !#!+,（!#!"+,）#，! "
$（%），存在 $ " !（#） 使 $ 是 & 的 ! 2 #!+,（! 2

#!"+,）。
定理$"& 设（%)，"）是 %#拓扑空间，&" %)是 !#

良紧集（!"#良紧集），5" %) 是预闭集（预半闭集），

则 &’ 5是 !#良紧集（!"#良紧集）。
证明 & 设 ’是 &’ 5中 !#网，则 ’也是 &中的

!#网。因为 &是 !#良紧集，’在 &中有一高度等于 !
的 !#聚点 +!。但 ’又是预闭集 5中分子网，+!作为 ’
的 !#聚点应当有 +! % 5，所以 +! % &’ 5，即 +! 是
’在 &’ 5中的 !#聚点，因此 &’ 5是 !#良紧集的。

&’ 5是 !"#良紧集的情形，类似可以证明。
证毕

推论 $& !#良紧（!"#良紧）的 %#拓扑空间的任
一预闭子集（预半闭子集），都是 !#良紧集（!"#良紧
集）。

定理 $#& 设（)，"）是 6 拓扑空间，& 是（)，"）
中的 !#良紧集（!"#良紧集），则 &作为 )上的函数可
在某点取得其最大值。

此定理的证明与文献［!］的定理 "( !( 0 类似。
定义 $#& 设（%)，"）和（%7，’）是 %#拓扑空间，

8 1（%)，"）2（%7，’）是 % 值 23456 型函数，称 8 是
!#（!"#）连续的，若对（%7，’）中的每个预开集（预半
开集）.，8 2$（.）" ’()（%)）（’(*)（%)））。

定理$0& 设 8 1（%)，"）2（%7，’）是 %值 23456
型函数，&" %) 是 !#良紧集（!"#良紧集），如果 8是
!#（!"#）连续的，则 8（&）是（%7，’）中的 !# 良紧集
（!"#良紧集）。
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证明 ! 设 ! "（"#，!）2（"$，"）是 %&连续的 "
值 #$%&’型函数，’" "# 是 %&良紧集，#是 !（’）的
$&%()（$" (（"）），则对 ’中任一分子 )$，!（)$）*
（ !（)））$ 是 !（’）中高度等于 $的分子，所以 #中有
预闭集 +使（ !（)））$ / +，或 $/ +（ !（)））。这等价
于 $/ ! ,*（+）（)）或 )$ / ! ,*（+）。因为 !是 %&连续
的，! ,*（+）是（"#，!）中的预闭集，所以

! ,*（+）" % ,
%（)$），

从而 ! ,*（#）是 ’的 $&%()。由 ’是 %&良紧集知有有
限子族 & * ｛+*，++⋯，+-｝使 ! ,*（&）是 ’ 的 $ ,

&%()，以下只需证明&就是 !（’）的 $ , &%()，为此又
只需证明存在 ." ’!（$）使对 !（’）中任一高度等
于 .的分子 /. 而言，存在 0% -使 /. / +0，即证明

0."’!（$），./. % !（’），/. /+*’++’⋯’+- （*）
事实上，由 ! ,*（&）是 ’ 的 $ , &%() 知有 1 "

’!（$）使对 ’ 中任一分子 )1 有 0 % -，使 )1 /
! ,*（%0），即

01" ’!（$），.)1 % ’，
)1 / ! ,*（+*）’ ! ,*（++）’⋯’ ! ,*（+-）（+）

现在设（*）式不成立，即
.."’!（$），0/. % !（’），/. %+*’++’⋯’+- （,）
因为 $ * -./’!（$），所以由极小映射的性质［+］知
’（$）* ’（-./’!（$））*)｛’（.）︳." ’!（$）｝。
由 1" ’!（$）& ’（$）知有 ." ’!（$），使 1"

’（ .）。因为 1是分子，所以 1" ’!（ .）。另一方面，设 /.

满足（,）式，则 !（’）* /.，因此由 "值 #$%&’型函数
的定义得

!（’）（/）* -./｛’（)）︳!（)）* /｝* .。
由 1" ’!（ .）知，有 )" #使 ’（)）* 1且 !（)）* /。
这时 )1 是 ’中分子，从而满足（+）式。又有（ !（)））1
* /1 % /.，所以由（,）式得
!（)1）*（ !（)））1 * /1 % +* ’ ++ ’⋯’ +-，

即

)1 % ! ,*（+* ’ ++ ’⋯’ +-）*
!,*（+*）’ ! ,*（++）’⋯’ ! ,*（+-）。

上式与（+）式相矛盾，所以（*）式成立。 证毕
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