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D101(5 空间中显凸泛函的两个充分条件
!

刘 彩 平

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 +###+E）

摘! 要：在 D101(5 空间中给出了显凸泛函的概念，然后利用泛函的 !"可微性，给出了显凸泛函的两个充分条件。即

如果泛函 #F $"! 在 $ 中是 !"可微的，且其 !"微分满足 %）#%，&$$，#（%）%#（&），有 #’（&，% G &）H #（%）G #（$）；或

者 "），#%，&$$，#（%）%#（&），有 #’（%，% G &）G #’（&，% G &）I #，那么 # 在 $ 中是显凸的。
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! ! 在 !/ 中，函数的凸性具有许多优良的性质，人

们先后提出了许多凸性和广义凸性，这些凸性在数

学规划和最优化理论中占有重要的地位。作为一种

新的凸性———函数的显凸性首次由薛和沈在文献

［%］中提出，它不同于函数的凸与严格凸且在最优

化理论中有较好的应用。杨在文献［"］中利用可微

函数的梯度得到了显凸函数的两个重要性质，简和

薛［*］及曾韧英［+］对显凸函数（ 文献［*］中称为半严

格凸函数）的性质及其与凸函数、严格凸函数之间

的关系进行了深入的讨论。但在无限维空间中对显

凸泛函的性质还未见有过讨论，!"微分是有限维空

间中梯度概念在无限维空间中的一种自然推广，这

种可微性也是无限维空间中一种最弱的可微性，文

献［W］给出了 D101(5 空间中凸泛函与严格凸泛函的

一些性质。受文献［"］与［W］的启发，本文首先在

D101(5 空间中引入了显凸泛函的概念，随后利用 !"
微分给出了 D101(5 空间中显凸泛函的两个充分条

件，推广了文献［"］的结果，充实了无限维空间中的

凸性理论。

%! 预备知识

定义 %［W］! 设 $，1 是两个 D101(5 空间，泛函 # F
$" 1，%，!$ $，2$ !，如果极限

28:
2"#

#（% 3 2!）4 #（%）
2

存在，则称 # 在点 % 沿方向 !是 !" 可微的，极限称为

# 在点 % 沿方向 ! 的 !" 微分，记为 #’（%，!）。若 # 在

点 % 沿任何方向 !$ $ 都是 !" 可微的，则称 # 在点

% 是 !" 可微的。

引理 %［W］! （!" 微分对方向的齐次性）设 $ 是

D101(5 空间中的一个子集，# 在点 %$ $沿方向!$
$ 是 !" 可微的，则对#"$ !，有

#’（%，"!）5 "#’（%，!）。

引 理 "［W］! （D101(5 空 间 中 泛 函 情 形 的

X16/106’ 公式）设 $ 是 D101(5 空间中的一个子集，

泛函 # F $" !，#% 3 #!$ $（#$［#，%］），沿方向
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!$ ! 是 "# 可微的，则&"! $（!，"），使得

# # # $（% & !）’ $（%）( $)（% & "!!，!）。

$# 主要结果

定义 $# 设 ! 是 %&’&() 空间中的非空开凸集，

泛函 $ * !"!，称 $ 在 ! 中是显凸的，若#%，*$ !，

##$（!，"），$（%）% $（*），有

$（#% &（" ’ #）*）+ #$（%）&（" ’ #）$（*）。

定理 "# 设 ! 是 %&’&() 空间中的非空开凸集，

泛函 $ * !" ! 在 ! 中是 "# 可微的，若#%，*$ !，

$（%）% $（*），有

$（%）, $（*）& $)（*，% ’ *），

则 $ 在 ! 中是显凸的。

证明 # 只需证明时 #%，* $ !，$（%）% $（*）
时，##$（!，"），有

$（#% &（" ’ #）*）+ #$（%）&（" ’ #）$（*）
即可。

不失一般性，不妨设 $（%） , $（*），则 ## $
（!，"），- ( #% &（" ’ #）*，都有

$（ -）% $（%） （"）

反证，若&#! $（!，"），-! ( #!% &（" ’ #!）*，
使得

$（ -!）( $（%） （$）

则#$$（!，"），. ( $% &（" ’ $）-!，有

$（.）( $（%） （+）

事实上，若&$! $（!，"），使得

$（$!% &（" ’ $!）-!）% $（%）。

下面分两种情况讨论。

"） $（$!% &（" ’ $!）-!）, $（%） （,）

由（$）式知

$（$!% &（" ’ $!）-!）, $（ -!） （-）

因 ! 是开凸集，故&% , ! 且充分小，记 / (（ ’ % &
!，" & %），使得#$$ /，有 $% &（" ’ $）-! $ !，令

0（$）( $（$% &（" ’ $）-!）( $（ -! & $（% ’ -!）），$$
/ 。由 $ 在 ! 中是 "# 可微的，则#$$ /，有

0)（$）( ./0
&"!

0（$ & &）’ 0（$）

&
(

./0
&"!

$（-! & $（% ’ -!）& &（% ’ -!））’ $（-! & $（% ’ -!））

&
(

$)（ -! & $（% ’ -!），% ’ -!）

即 0（$）在 / 中的导数存在，且

0)（$）( $)（ -! & $（% ’ -!），% ’ -!）。

从而，可得 0 在［!，"］上是连续的，故 0 在［!，"］

上可取到极大值，设极大值在 ’$ 处取到。于是根据

（,）式与（-）式得’$$（!，"），故有

! ( 0)（’$）( $)（ -! & ’$（% ’ -!），% ’ -!）（1）

且

$（ -! & ’$（% ’ -!））, $（%）。 （2）

从而由条件知

$（%）, $（ -! & ’$（% ’ -!））&
$)（ -! & ’$（% ’ -!），% ’（ -! & ’$（% ’ -!））（3）

根据引理 " 及（1）、（3）式得

$（%）, $（ -! & ’$（% ’ -!）），

此与（2）式矛盾。

$）$（$!% &（" ’ $!）-!）+ $（%）

由 $（%）, $（*）与 $（ -!）( $（%）得

$（$!% &（" ’ $!）-!）+ $（ -!），$（*）+ $（ -!）。

令 1（’） ( $（’* &（" ’ ’）（$!% &（" ’
$!）-!））( $（$!% &（" ’ $!）-! & ’（* ’（$!% &（" ’
$!）-!）））

与 "）同理可证，存在 ’! $（!，"），使得 1（’）在 ’!

处达到极大值。故有

! ( 1)（’!）( $)（$!% &（" ’ $!）-! & ’!（* ’ $!% ’
（" ’ $!）-!），* ’ $!% ’（" ’ $!）-!） （4）

且 $（$!% &（" ’ $!）-! &
’!（* ’ $!% ’（" ’ $!）-!））, $（%） （"!）

由条件得

$（%）, $（$!% &（" ’ $!）-! & ’!（* ’ $!% ’
（" ’ $!）-!））& $)（$!% &（" ’ $!）-! &

’!（* ’ $!% ’（" ’ $!）-!），% ’（$!% &（" ’ $!）-! &
’!（* ’ $!% ’（" ’ $!）-!）））

注意到 -! ( #!% &（" ’ #!）*，根据引理 "、（4）式及

上式得到

$（%）, $（$!% &（" ’ $!）-! &
’!（* ’ $!% ’（" ’ $!）-!）），

此与（"!）式矛盾。

综上由 "），$）证得（+）式成立。

设 0（$）( $（$% &（" ’ $）-!），$$ /，根据（+）

式得 0（$）( 常数，$$［!，"］，又因 0)（$）( $)（ -! &
$（% ’ -!），% ’ -!），$$ /，所以有

! ( 0)’（"）( 0)（"）( $)（%，% ’ -!）（""）

因 -! ( #!% &（" ’ #!）* 得

% ’ -! (（" ’ #!）（% ’ *），

根据（""）式和引理 " 可得 $)（%，% ’ *）( !。由条件

知 $（*）, $（%）& $)（%，% ’ *），故 $（*）, $（%），与

$（%） , $（*）矛盾，从而（"）式成立。即 ## $（!，

"），- ( #% &（" ’ #）*，都有 $（ -）% $（%）。

若 $（ -）( $（*），因 $（%）, $（*），则##$（!，

"），有 $（ -）+ #$（%）&（" ’ #）$（*）。
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若 !（ "）% !（#），则由条件知#!$（!，"），有

!（#）$ !（ "）% !&（ "，# ’ "） （"#）

又 !（ "）% !（(），由条件知#!$（!，"），有

!（(）$ !（ "）% !&（ "，( ’ "） （"$）

因为 " ) !( %（" ’ !）#，所以有

# ’ " )（ ’ !）（( ’ #）；

( ’ " )（" ’ !）（( ’ #）
（"%）

根据（"#）、（"$）、（"%）式和引理 " 得

!（#）$ !（ "）’ !!&（ "，( ’ #） （"&）

!（(）$ !（ "）%（" ’ !）!&（ "，( ’ #） （"’）

（"&）*（" ’ !）%（"’）* ! 得

!（ "）+ !!（(）%（" ’ !）!（#），

即 !（!( %（" ’ !）#）+ !!（(）%（" ’ !）!（#）。

综上证得，#(，# $ ,，#! $（!，"），!（(）%
!（#）有

!（!( %（" ’ !）#）+ !!（(）%（" ’ !）!（#），

即 ! 在 , 中是显凸的。 证毕

定理 #( 设 , 是 )*+*,- 空间中的非空开凸集，

泛函 ! . ," ! 在 , 中是 -. 可微的，若#(，#$ ,，

!（(）% !（#），有

!&（(，( ’ #）’ !&（#，( ’ #）$ !，

则 ! 在 , 中是显凸的。

证明 ( #(，#$,，!（(）% !（#），由 ! . ,"!在

, 中是 -. 可微的，根据引理# 知&"!$（!，"），使得

!（(）’ !（#）) !&（# % "!（( ’ #），( ’ #）（"/）

由定理 " 知只需证得

!&（# % "!（( ’ #），( ’ #）$ !&（#，( ’ #）
即可。

下面分两种情况讨论。

"）!（#）% !（# % "!（( ’ #））

由条件得

!&（# % "!（( ’ #），# % "!（( ’ #）’ #）$
!&（#，# % "!（( ’ #）’ #），

因 "! $（!，"）有

!&（# % "!（( ’ #），( ’ #）$ !&（#，( ’ #）（"0）

由（"/）与（"0）式得 !（(）’ !（#）$ !&（#，( ’ #）。

#）!（#）) !（# % "!（( ’ #））

下证&!! $（!，"），/! ) !!# %（" ’ !!）（# %
"!（( ’ #）），使得

!（#）) !（# % "!（( ’ #））% !（/!） （"1）

反证，若#!$（!，"），/ ) !# %（" ’ !）（# %
"!（( ’ #）），都有 !（#）) !（# % "!（( ’ #））) !（/），

则令 0（!）) !（!（# % "!（( ’ #））%（" ’ !）#），!$
［!，"］，于是得 0（!）) 常数，#!$［!，"］。从而有

! ) 0&’（"）) 0&（"）) !&（# % "!（( ’ #），"!（( ’ #）），

故 !&（# % "!（( ’ #），( ’ #）) !，由（"/）式知 !（(）

) !（#），与 !（(）% !（#）矛盾，从而（"1）式成立。

由条件得

!&（#，# ’ /!）’ !&（/!，# ’ /!）$ ! （#!）

!&（# % "!（( ’ #），# % "!（( ’ #）’ /!）’
!&（/!，# % "!（( ’ #）’ /!）$ ! （#"）

因为 /! ) !!# %（" ’ !!）（# % "!（( ’ #）），从而有

# ’ /! ) ’ "!（" ’ !!）（( ’ #）；

# % "!（( ’ #）’ /! ) "!!!（( ’ #） （##）

根据（#!）、（#"）、（##）式得

!&（/!，( ’ #）’ !&（#，( ’ #）$ ! （#$）

!&（# % "!（( ’ #），( ’ #）’ !&（/!，( ’ #）$ !
（#%）

（#$）%（#%）式得

!&（# % "!（( ’ #），( ’ #）’ !&（#，( ’ #）$ !，

由（"/）式知 !（(）’ !（#）$ !&（#，( ’ #）。

综上证得#(，#$ ,，!（(）% !（#），有 !（(）$
!（#）% !&（#，( ’ #），根据定理 " 知 ! 在 , 中是显凸

的。 证毕
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