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古典概型中随机事件相互独立的充要条件
!

王 毅 刚

（华南师范大学 数学科学学院概率统计系，广州 D%#$*%）

摘! 要：在古典概型和概率空间（!，!，!）［%］上，讨论随机事件相互独立的充要条件。证明概率空间（!，!，!）上随机
事件相互独立的充要条件是随机事件可表示成不同轴条事件。

关键词：概率空间；概率；样本空间；随机事件；相互独立性；条事件

中图分类号：E"%%) % 文献标识码：F! ! ! 文章编号：%$G"H $$I*（"##$）#+H ##"%H #+

!"##$%$&’( )’* +&%&,,)-. /0’*$($0’ 0# 1’*&2&’*&’%& 340"( 5)’*06
78&’(, $’ /9),,$% :-04)4$9$(. ;0*&9

"#$% &’()*+)
（@(5--2 -3 J1>5’:1>8(= @(8’0(’，@-.>5 45801 9-/:12 ;08<’/=8>?，K.106L5-. D%#$*%，45801）

34,(-)%(：E0 >5’ M1=8= -3 (21==8( N/-M1M828>? :-B’2 10B N/-M1M828>? =N1(’（!，!，!），>58= >5’=8= B8=(.==’= >5’ =.338(8’0> 10B
0’(’==1/? (-0B8>8-0 -3 80B’N’0B’0(’ 1M-.> /10B-: ’<’0>=) O’ 51<’ N/-<’B >51> /10B-: ’<’0>= 1/’ 80B’N’0B’0> 83 10B -02? 83
/10B-: ’<’0>= (10 M’ >/10=3-/:’B 80>- =>/8N ’<’0>= 10B B833’/’0> 1P8=)
<&. =0-*,：N/-M1M828>? =N1(’；N/-M1M828>?；=1:N2’ =N1(’；/10B-: ’<’0>；80B’N’0B’0>；=>/8N ’<’0>

! ! 本文的概率空间（!，!，!）和随机事件与文献
［"］中相同并均在概率空间（!，!，!）上讨论。
本文规定 +为自然数集；+为大于 % 的自然数；

,%，,"，⋯，,- 均表示对任意 - "｛%，"，⋯，+｝，任意 ,.
"｛%，"，⋯，+｝，. / %，"，⋯，-，,% 0 ," 0 ⋯ 0 ,-；用
Q#表示集合 #中的元素个数；Q! / 1 / 2%2"⋯2+，2’
" +，2’ 3 %，4’"+，4’ 0 2’，’ / %，"，⋯，+，若不存在
此分解，则 1为素数，由文献［"］中定理 +知此概率
空间中不存在相互独立的随机事件；将随机事件 #
和 5相互独立表为 # 5，随机事件 #%，#"，⋯，#+ 相

互独立表示为
+

’ / %
#’。

定义%! 设! /｛*’%’"⋯’+ 6 ’7 / %，"，⋯，27，7 / %，
"，⋯，+｝，#. /｛*’%’"⋯’+ 6 ’7 / %，"，⋯，27，7# .，7 / %，
"，⋯，+，’. / 8%，8"，⋯，84.，8- " +，- / %，"，⋯，4.，%
$ 8% 0 8" 0 ⋯ 0 84.$ 2.｝，. / %，"，⋯，+。称 #.为

+维空间 .轴条事件，或简称为条事件。条事件为随
机事件，若 % $ ’ 0 7$ +，称 #’ 和 #7 是不同轴条事

件。

引理 %! +维空间 + 个不同轴的条事件是相互
独立的。

证明 ! 设 !和 #. 与定义 % 一样，计算可得

!（#.）/
9.

2.
，. / %，"，⋯，+，!（#,%#,"⋯#,-）/

4,% 4,"⋯4,-
2,%2,"⋯2,-

/ !（#,%）!（#,"）⋯!（#,-），

从而
+

’ / %
#’。 证毕

引理 "! ! Q%
+

’ / %
)’（:’）/ &

+

’ / %
;’（:’） （%）

若（%）式在 :’ / #，%，’ / %，"，⋯，+时成立，则 :’ /
#，< %，’ / %，"，⋯，+时（%）式成立。其中

)’（:）/
#’，: / %
’#’，: / = %，;’（:）/

!，: /
{

#

4’，: / %

2’ = 4’，: / = %

2’，: /
{

#
’ / %，"，⋯，+。
证明 ! 设 :%，:"，⋯，:+ 中有 >个 = %，用数学归

纳法证当 % $ >$ +时（%）式成立。
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先证 ! " !，不妨设 #! " $ !，%!（ $ !）" ’&!，
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上式在 #! " $或 , !时成立，类似可证（!）式在 ! "
! 时成立。
假定 ! " -时成立，- . ’，证明 ! " - / !时成立，

为简单，不妨设 #! " $ !，则
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（!）式在 #! " $，, !时成立，类似可证（!）式在 ! "
- / ! 时成立，从而 !$ !$ ’时（!）式均成立，即 #(

" $，, !，( " !，"，⋯，’时（!）式成立。 证毕

引理%& 若（#!，#"，⋯，#’）#（0!，0"，⋯，0’）
［%］，

则%
’

( " !
%(（#(）与%

’

( " !
%(（0(）互不相容，其中

%(（#）"
&(，# " !
’&(，# " ${ !

#( " , !，0( " , !，( " !，"，⋯，’。
证明 & 由（#!，#"，⋯，#’）#（0!，0"，⋯，0’），存

在 1"｛!，"，⋯，’｝，有 #1# 01，从而 %1（#1）" %1（01），

所以%
’

( " !
%(（#(）与%

’

( " !
%(（0(）互不相容。 证毕

引理 ’& 下式对任意自然数 2均成立

& & & (
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其中 %(（#）"
&(，# " !
’&(，# " ${ !

，&( " !，( " !，"，⋯，2。

证明 & 用数学归纳法证明。
2 " !时显然成立；假定 2 " -时成立，下面证明

2 " - / ! 时成立。
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引理得证。 证毕

引理 (& 若（!）式在 #( " , !，( " !，"，⋯，’时

成立，将%
’

( " !
%(（#(）设为如下集合总是可行的

%
’

( " !
%(（#(）"｛3(!，("，⋯，(’ 4 (1 " 51（#1），1 " !，"，⋯，’｝
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其中 %(（#）"
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5(（#）"
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｛+( / !，+( / "，⋯，)(｝，# " ${ !
，

( " !，"，⋯，’。
证明 & 引理"计算了 #( " , !，( " !，"，⋯，’时

%
’

( " !
%(（#(）包含的元素个数，引理 ’和引理 %说明（"）

式左边是对 !的一个剖分［!］，所以将%
’

( " !
%(（#(）设为

（%）式右边是可行的。 证毕

引理 )& 若（%）式成立，则（%）式在

%(（#）"
&(，# " !
’&(，# " $ !
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，

( " !，"，⋯，’时仍然成立，即 #( " $，, !，( " !，"，
⋯，’时（%）式成立。
证明 & 设 #!，#"，⋯，#’ 中有 !个 $，用数学归纳

法证当 ! $ !$ ’时（%）式成立。
先证 ! " ! 时，不妨设 #! " $，%!（$） " ! "

%!（!）/ %!（ $ !），由

%!（$）%
’

( " "
%(（#(）" %!（!）%
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其中 5!（$）"｛!，"，⋯，)!｝，

5(（#）"
｛!，"，⋯，+(｝，# " !

｛+( / !，+( / "，⋯，)(｝，# " ${ !
，

( " "，%，⋯，’。
所以（%）式在 #! " $，, !时成立，类似可证（%）

式在 ! " ! 时成立。
假定 ! " -时成立，- . ’，证明 ! " - / !时成立，

为简单，不妨设 #! " $，则（’）式同样成立，其中
& & & & & & 5!（$）"｛!，"，⋯，)!｝，

5(（#）"
｛!，"，⋯，+(｝，# " !

｛+( / !，+( / "，⋯，)(｝，# " $ !
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从而 ! $ !$ "时（"）式成立，即 #$ % #，& !，
$ % !，$，⋯，"时（"）式成立。 证毕

引理 %& 按（"）式的设定则有
’( %｛)$!，$$，⋯，$" * $( % !，$，⋯，+(，$, % !，$，⋯，-,，,#
(，, % !，$，⋯，"｝，( % !，$，⋯，"。
证明 & 由引理 ’，取 #( % !，#, % #，,# (，, % !，

$，⋯，"，将（#!，#$，⋯，#"）代入（"）式即证。 证毕

定理 !&
"

$ % !
’$的充要条件是存在 +$，-$，$ % !，$，

⋯，"，使（!）式成立。
证明 & 必要性。设.的素数分解式为 /!/$⋯/0，

(’$ % .$，$ % !，$，⋯，"，由
"

$ % !
’$ 知，0) "［$］，设 0 %

)" 1 2，)是自然数，2为非负整数，# $ 2 3 "。因为

4（’$’,）% 4（’$）4（’,）%
.$.,

.$

且相互独立随机事件的交积非空［$］，知 (’$’,为大于

! 的整数，则有 (’$’, %
.$.,

. ，即

. * .$.,
［)］，! $ $ 3 ,$ "，$" !，," !（)）

设.$ % #$/!
5$，!/$

5$，$⋯/0
5$，0，其中 #$"!，5$，6 % #

或 !，6 % !，$，⋯，0，$ % !，$，⋯，"。由（)）式有
5$，6 1 5,，6 ) !，6 % !，$，⋯，0，! $ $ 3 ,$ "。
由 ’$ 为随机事件，知 5$，!，5$，$，⋯，5$，0 中至少有

一个为 #，否则 .$ ) .，$ % !，$，⋯，"。
将 5$，6 写成 "行 0 列的矩阵（5$，6）"70，这个矩阵

每列中至多有一个 # 元素，每行中至少有一个 # 元
素，于是至少有 "列中有 # 元素，不为 # 的元素全为
!，由矩阵知识，可由列交换将该矩阵
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
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其中!可能为 # 也可能为 !，这个矩阵每列中至多
有一个 #。
从而可使

.$ % #$9!9$⋯9$:!9$1!⋯9"9"1!
8$，"1!⋯90

8$，0，

其中 9!9$⋯90 是 /!/$⋯/0 的一个排列，

.$ % -!-$⋯-$:! +$-$1!⋯-"，$ % !，$，⋯，"，（’）
其中 -, % 9,，) % !，2 % #，, % !，$，⋯，"，-, %
9,9"1,⋯9)"1,，)) !，!$ ,$ 2；-, % 9,，) % !，, ; 2，-,
% 9,9"1,⋯9（):!）"1,，) ; !，2 3 ,$ "，+$为自然数，则 -$
是大于 ! 的自然数，$ % !，$，⋯，"，且 . % -!-$⋯-"。

由
<

$ % !
’($ 有

4（’(!’($⋯’(<）%

4（’(!）4（’($）⋯ 4（’(<）%
+(! +($⋯+(<
-(!-($⋯-(<
。

所以（!）式在 #$ % #，!，$ % !，$，⋯，" 时成立，必要
性得证。

充分性。按引理 ) 的设定，由引理 % 知 ’$ 设为 "
维空间 $轴条事件，由引理 ! 得证。 证毕

定理 $& 随机事件相互独立的充要条件是随机
事件可表示成不同轴条事件。

此定理的必要性由定理!和定义!易证，充分性
在引理 ! 已证。
例 !& 设 ! %｛!，$，⋯，’｝，写出 $ 个相互独立

的随机事件。

解 & 由 (! % ’ % $ 7 " 知可将 !表示成边长
分别为 $ 和 " 的长方形如下

设 ’ %｛!，*，"｝，= %｛!，’｝，因 ’和=可表为二
维空间中不同轴条事件，所以 ’ =。
例 $& 设 ! %｛!，$，⋯，+｝，写出 " 个相互独立

的随机事件。

解 & 由 (! % + % $ 7 $ 7 $知可将 !表示成边
长分别为 $ 的立方体如下

设 ’! %｛!，$，"，*｝，’$ %｛!，"，)，%｝，’" %｛!，
$，)，’｝，因 ’!，’$ 和 ’" 可表为三维空间中不同轴条

事件，所以
"

$ % !
’$。

例 "& 设 ! %｛!，$，⋯，,，)，2，!｝，!）写出 $个
相互独立的随机事件，其中一随机事件含有 $ 个元
素；$）写出$个相互独立的随机事件，其中一随机事
件含有 " 个元素。
解 & !）由 (! % !$ % $ 7 ’知可将 !表示成边

长分别为 $ 和 ’ 的长方形如下：

& & 设’ %｛!，%｝，= %｛!，$，⋯，’｝，因’和=可表
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为二维空间中不同轴条事件，所以 ! "；
!）由 "! # #! # $ $ %知可将 !表示成边长分
别为 $ 和 % 的长方形如下：

设 ! #｛#，&，’｝，" #｛’，(，)，%｝，因!和"可表
为二维空间中不同轴条事件，所以 ! "。
定理 !的几何意义是若 !能表示成边长均不为

#的 &维空间中的长方体（形），则可从 &个相互垂直
的方向切该长方体（形），在每一方向上可切一刀或

平行切两刀，切一刀时将该长方体（形）切成两部

分，任取一部分，切两刀时取两刀中间的部分，且这

样取出的 &个部分是相互独立的。若 ! 不能表示成
边长均不为 # 的 &维空间中的长方体（形），则 !中
不存在 &个相互独立的随机事件。若 ! 不能表示成
二维空间中边长均不为 # 的长方形，则 !中不存在

相互独立的随机事件。若概率空间（!，!，’）上存在
&个相互独立的随机事件，则 ! 一定可表为边长均
不为#的 &维空间中的长方体（形），且这 &个随机事
件一定可按上面的方法切出。从这种几何意义可知

( # )#)!⋯)&分解的不唯一性不影响文章的结果。例
$ 说明分解的不唯一性不影响文章的结果。
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