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具有连续时滞的双曲型偏微分方程解的振动性
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摘! 要：研究了一类具有连续时滞的双曲型偏微分方程
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（"）D +（ #）#!（"，#）C " %&,（ #，"）#!（"，)"（ #，"））@*（"）解的振动性，获得了该方程在 E+F4( 边值条件和 G4->4>1.9; 边值

条件下解振动的充分条件。

关键词：双曲型偏微分方程；连续时滞变量；振动性

中图分类号：H%$I) "$ 文献标识码：J! ! ! 文章编号：%K$"L KKMN（"##$）#%L ##%%L #*

!"#$%%&’$() (* ’+, -(%.’$()" (* /01,23(%$# 4&2’$&% 5$**,2,)’$&%
67.&’$() 8$’+ 9()’$).(." 5,%&0

-$. /012340!5，67. 6548523
（G9O;) +/ P’;196’;4>:，Q9(2<’(2 5+-6’. 7(489-:4;<，Q9(2<’(2 Q,(’(，*"%##B）

:3"’2&#’：R14: O’O9- :;,@49: +:>4..’;4+( +/ ;19 :+.,;4+(: +/ 1<O9-F+.4> O’-;4’. @4//9-9(;4’. 93,’;4+( S4;1 >+(;4(,+,: @9.’< ’-2,L
69(;) =,//4>49(; >+(@4;4+(: /+- 9’>1 :+.,;4+( ;+ +:>4..’;4+( ’-9 +F;’4(9@ ,(@9- E+F4( ’(@ G4->4>1.9; F+,(@’-< 8’.,9 >+(@4L
;4+(:)
;,0 8(2<"：1<O9-F+.4> O’-;4’. @4//9-9(;4’. 93,’;4+(；>+(;4(,+,: @9.’< ’-2,69(;；+:>4..’;4+(

%! 预备知识

由于泛函微分方程在自然科学和工程技术方面的广泛应用，对泛函微分方程的研究发展非常迅速。时滞

双曲型偏微分方程解的振动性，已有很多学者作了大量的研究，获得了许多成果［%9%#］，而这些文献所考虑的

大都是离散时滞变量的情形，对具有连续时滞的双曲型偏微分方程解的振动性的研究成果却不多见［%%］，本

文将讨论一类具有连续时滞变量的双曲型偏微分方程（:）
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解的振动性。其中（"，#）# $ = = ;$ -，= ; <［#，T］，$ % =2 有界且 !$ 逐片光滑，则由 #!（"，#） < &
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，（"，#）# - 获得了该方程在边值条件
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之下解的振动性的充分条件，其中 ! 是 !" 的单位法向量，并且 "（#，$）是 !" % ! & 上的非负连续函数。

对于方程（’），假定成立下列条件。

（!"）(（#，$）# )（’*；! & ），(（ $）( #$%｛(（#，$），##)"｝+ &；

（!’）,（#，$，#）# )（’* %［-，.］；! & ），,（ $，#）( #$%｛,（#，$，#），##)"｝；

（!(）/0（ $，#）# )（! & %［-，.］；! & ），/0（ $，#）* $，/0（ $，#）关于 $，# 分别为单调增加函数，且

)$#
$+&*

#$%
##［-，.］

/0（ $，#）1 & * ，（ 0 1 "，’）；

（!+）2（#）是关于 # 在［-，.］上的非减实函数，方程（’）中的积分为 ,-$.)-/.0 积分；

（!1）3（4）# )（!；!），并且 3（4）是区间（&，& * ）上正的单调增加的凸函数，且对 4#（&，& * ），有

3（ 5 4）1 5 3（4）；

（!2）)（ $）# )（! & ；! & ），6（ $，#）# )（! & %［-，.］；! & ）。

定义 3 一个定义在 " %［&，& * ］上的实值可微函数 4（#，$）称为是振动的，如果对每一个 $ + &，都存

在一点（#&，$&）# " %［$，& * ），使得 4（#&，$&）1 &，否则 4（#，$）称为是非振动的。

’3 主要结果及证明

’7 "3 方程（’）在边值条件（""）之下解的振动性

定理 "3 对于方程（’）在边值条件（4"）下，条件（!"）8（!2）成立，若满足

（!5）对 4, &，存在常数 9 + &，都有
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*
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则方程（’）在边值条件（4"）下的每一个解在 * 内振动。

证明 3 （反证法）假设 4（#，$）是方程（’），（4"）的非振动解，则存在 $ + &，有 4（#，$）+ &，（#，$）# "
%［$，& * ］。由 )$#

$+&*
#$%

##［-，.］
/0（ $，#）1 & * ，存在 $" - $ + &，当 $ + $" 时，有 4（#，/0（ $，#））+ &，（ 0 1 "，’）。对

方程（’）关于 # 在 " 上积分，于是当 $- $" + & 时可得
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由 89..% 公式及边值条件（4"）有
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又根据条件（!"）8（!1）及 :.%0.% 不等式有
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，则当 $- $" + & 时，<（ $）+ &，于是由（"）8（1）式，有
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又由条件（!"）有

!"（ #）$ %（ #）!（ #）$ &"
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因此有 !"（ #）$ &"
’
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由 !（ #）, %，!"（ #）* %，易得 !-（ #）- %。又由于 *#（ #，!）关于 #，! 分别为单调增加函数，而 ( . ! . ’，#-
## , %，所以 *#（ #，!）- *#（ ##，(），!（ *#（ #，!））- !（ *#（ ##，(））/ 0 , %，则

!"（ #）$ &"
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即 !"（ #）$ 0&"
’
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当 # , ## , % 时，对（’）式在［ ##，#］上关于 # 积分，得 !-（ #）* !-（ ##）1 0&"
#
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结合条件（!&）有 )*+
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!-（ #）* !-（ ##）1 0&"
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(
)（ 2，!）$+（!）$2 / 1 ( ，这与 !-（ #）- % 矛盾。 证毕

推论 #, 若微分不等式（-）式无最终正解，则方程（3）在边值条件（.#）下的每一个解在 4 内振动。

/5 /, 方程（3）在边值条件（./）下解的振动性

为了证明主要定理，引入一个引理。

引理［#/］, 特征值问题
"#（6）$ $#（6）/ %，6# %
#（6）/ %，6#{ &%

（$ 是常数）

的最小特征值 $% , %，且它所对应的特征函数 #%（6）, %，6# %。

定理 /, 若定理 # 中的所有条件都满足，则方程（3）在边值条件（./）下的每一个解在 4 内振动。

证明 , （反证法）假设 7（6，#）是方程（3）在边值条件（./）下的非振动解，则存在 ’ , %，有 ’（6，#）, %，

（6，#）# % 8［’，$ (）。由 )*+
#+$(

+*0
!#［(，’］

*9（ #，!）/ $ ( ，存在 ## - ’ , %，当 # , ## 时，有 7（6，*9（ #，!））, %（ 9 /

#，/）。对方程（3）两边乘以 #%（6）并关于 6 在 % 上积分，于是当 #- ## , % 时可得

$/
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利用 12330 公式及边值条件（./），有
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又根据条件（!#）=（!4）及 530630 不等式有

"%#%（6）%（6，#）7（6，#）$6- %（ #）"%#%（6）7（6，#）$6 （#7）
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"
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"%#%（6）7（6，*#（ #，!））$6］$+（!） （#8）

令 !（ #）/
"%#%（6）7（6，#）$6

"%#%（6）$6
，则当 #- ## , % 时，!（ #）, %，于是由（’）=（#7）式有
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!"（ #）$ %（ #）!（ #）$ "
&

’
(（ #，!）)（!（ *!（ #，!）））"+（!）* # （!$）

又由条件（%&）有 !"（ #）$ %（ #）!（ #）$ ,"
&

’
(（ #，!）’（ *!（ #，!））"+（!）* # （!(）

因此有 !"（ #）$ ,"
&

’
(（ #，!）!（ *!（ #，!））"+（!）* #。

以下证明与定理 ! 相应部分的证明相类似，则定理 ) 得证。 证毕

推论 )* 若微分不等式（!$）式无最终正解，则方程（-）在边值条件（+)）下的每一个解在 . 内振动。
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我校 1 个学科最近被确立为重庆市“ 十一五”重点学科

)##( 年岁末，我校学科建设取得喜人成绩。在重庆市教委组织的重庆市“十一五”重点学科申

报中，我校《课程与教学论》、《中国现当代文学》、《专门史》、《运筹学与控制论》、《动物学》等 $ 个

学科成功申报为市级重点学科；《特殊教育学》、《人文地理学》、《 旅游管理》等 / 个学科成功申报

为立项建设重点学科。这是我校长期以来致力于搭建学术研究和人才培养平台，大力开展学科建

设的结果。
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