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具有调制二值噪声线性系统的随机共振
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摘! 要：研究了系统固有频率受二值噪声扰动时，调制二值噪声驱动二阶过阻尼线性系统的随机共振现象。基于线

性系统理论和相关删去法，得到系统平均输出幅度增益的精确表达式。研究表明：系统的输出幅度增益是二值噪声

的强度、相关率、系统阻尼系数、系统固有频率以及激励信号频率的非单调函数；另外，适当的噪声参数可以使系统

的输出幅度增益大于无噪声时的输出幅度增益。
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! ! 随机共振现象的本质是指在噪声和周期信号共

同驱动下，非线性系统产生的一种协同效应［%］。从

广义角度上看，随机共振可以理解为在有噪声的系

统中，系统的输出信号是噪声或者是周期输入信号

某个参数的非单调函数。研究表明有噪声的线性系

统中也存在随机共振现象。随机共振理论可以用于

微弱信号的检测［"］，强噪声环境中提取信息信号［B］

以及化学反应速度的控制［*］等方面。在一些实际的

物理系统中，噪声和信号必须以相乘的方式出现，即

信号调制噪声［D］。研究发现，在信号调制二值噪声

作 用下的一阶系统存在随机共振［C］；但是对于信号

调制二值色噪声作用下的二阶线性系统，其随机共

振现象的研究却很少报道。另一方面，二值噪声

（随机电报噪声）是真实噪声的典型模型，在不同极

限条件下，二值噪声可近似为高斯白噪声或散粒白

噪声［$］，故二值噪声对动力学系统行为的影响被广

泛研究［I］。本文研究系统固有频率受二值噪声扰动

时，信号调制二值噪声作用下的二阶过阻尼线性系

统输出幅度增益的随机共振现象。

%! 系统模型

设初始储能为零的二阶过阻尼线性系统的动力
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学方程为
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其中 &（ "）% ’%&’（""）为周期激励信号，’ 和 " 分别

为该信号的幅度和频率；$ 和 !# 分别是系统（$）的

阻尼系数和固有频率，且满足过阻尼条件，即 $ (
!#。就物理意义而言，（$）式可描述电路理论中由电

阻 )、电感 *、电容 + 构成的二阶线性电路的数学模

型［(,$#］，也可表征经典力学中单自由度单位质量线

性杜芬振子的振动方程。考虑激励信号受到二值噪

声 #（ "）的调制和系统固有频率受到另一二值噪声

$（ "）的扰动，即 !"
# % !"

#（$ # $（ "））的情形下，（$）

式变为

!"!（ "）
!""

# "$ !!（ "）
!" # !"

#（$ # $（ "））!（ "）%

#（ "）’%&’（""） （"）

其中，$（ "）和 #（ "）是二值噪声，其均值和相关函数

为

〈$（ "）〉%〈#（ "）〉% #
〈$（ "）$（ "$）〉% %$)*+（ , &$ - " , "$ - ）

〈$（"）#（"$）〉%〈#（"）$（"$）〉% %,)*+（, &, - " , "$ - ）
〈#（ "）#（ "$）〉% %")*+（ , &" - " , "$ - ）（,）

其中，%$、%"、%, 分别为 $（ "）、#（ "）的强度和耦合强

度，&$、&"、&, 分别为 $（ "）、#（ "）相关率和耦合噪声

的相关率，& . % $ / ’.，’. 为相应噪声的相关时间（ . %
$，"，,）。

"- 输出幅度增益

根据线性系统理论，（"）式以 , $（ "）!"
#!（ "）#

#（ "）’%&’（""）为激励时的稳态输出，是这个激励与

系统冲激响应的卷积积分，!（ "）的形式解为
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其中，!$ % $" , !! "
#，0$ % , $ # !$，0" % , $ , !$。

（.）式代入（"）式得
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利 用 012+34&56&738&9 公 式［$$］ 和 相 关 删 去 法 方

法［$"］，对于二值噪声 $（ "），有

〈$（ "）$（1）!（1）〉%〈$（ "）$（1）〉〈!（1）〉（:）

利用（:）式对（/）式两边进行随机平均，得
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用 3（ 4）和 5（ 4）分别表示系统平均输出〈!〉（ "）和

激励信号 ’%&’（""）的拉普拉斯变换，把（,）式代入

（;）式，并对（;）式进行拉普拉斯变换得

［ 4: # 4/ &/ # 4. &. # 4, &, # 4" &" # 4&$ # &#］3（ 4）%
［ 4"6" # 46$ # 6#］5（ 4） （<）

其中，
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#%$（ $ #
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!"

#［7$ # 7# # .（ $ # &,）（ $ # &$）］, !.
#%$，
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"（ $ # &$）］# "$［7$ # 7# # .（ $ # &,）（ $ # &$），

&. % 7$ # 7# # .（ $ # &,）（ $ # &$）# "$［"（ $ # &,）#
"（ $ # &$）］# !"

#，

&/ % "$ # "（ $ # &,）# "（ $ # &$），

6# % , !"
#%,7#，6$ % , "!"

#%,（ $ # &$），

6" % , !"
#%,，7# %（0$ , &,）（0" , &,），

7$ %（0$ , &$）（0" , &$）。

对（<）式进行拉普拉斯逆变换，可得稳态时（"）式

的平均输出〈!〉（ "）满足微分方程
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设（(）式的稳态解为

〈!〉（ "）% 8%&’（"" # (） （$#）

将（$#）式代入（(）式，可得到（"）式描述的动力学

系统平均输出幅度增益的表达式

9 % 8
’

%
:"$ # :""
;"

$ # ;! "
"

（$$）

其中，;$ % ": , &."
. # &""
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,- 讨论

由（$$）式可见，系统输出幅度增益 9 是噪声强

度 %$、噪声的相关率 &$ 和 &,、阻尼系数 $、系统固有
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频率 !!，以及激励信号频率 "的非单调函数，如图 "
! # 所示。图中虚线是无噪声时的输出幅度增益曲

线。从图" ! # 可见，在有噪声的系统（$）中，有噪声

时的输出幅度增益可以大于没有噪声时的幅度增

益，利用该特性可以在噪声环境检测和估计弱信号。

图 "、$ 为 !!、" 取不同值时，输出幅度增益 # 和

激励信号频率 " 的关系曲线。从图中可以看出 # 随

着 " 的增大出现了一个最大值（ 称为共振峰），即

“真正”意义上的随机共振，也就是说，噪声在系统

中的存在，不但没有降低系统的输出幅度，反而提高

了输出幅度。由图 " 可见，随着 !! 的增大，# 的最大

值增加，其共振峰向激励信号频率增大的方向移动，

并且 # 和 !! 成非单调关系：在激励信号频率较低

时，即当 " $ !% % 时，# 随 !! 增加单调减小；在激励

信号频率较高时，即当" & "% # 时，# 随!! 增加单调

增大。图 $ 表明，随着 " 的增大，# 最大值减小，共振

峰的峰值随 " 的增大向 " 减小的方向移动。另外，#
和 " 亦成非单调关系，当" $ !% & 时，# 随 " 的增加单

调增加，当 " & !% & 时，# 随 " 的增加而单调减小。

图 "’ !! 取不同值时输出幅度增益 # 与信号频率

" 的关系曲线

图 $’ " 取不同值时输出幅度增益 # 与信号频率

" 的关系曲线

图 (、) 为输出幅度增益 # 与噪声相关率的关系

曲线。从图 (、) 可以看出，在已知系统参数和 " 时，

若系统中不存在噪声，则#为常数；有噪声存在时，#
与噪声的相关率成非单调关系，即出现广义的随机

共振，且在有噪声时的 # 可以大于没有噪声时的输

出幅度增益。# 的变化趋势为随着噪声相关率的增

大，开始单调增加，在某个噪声相关率处达到最大

值，然后单调下降。由图 ( 可见，当 #" * !% # 时，# 随

!! 的增大而单调减小，当 #" + "% ) 时，# 随 !! 的增

大而单调增加；共振峰随 !! 的增大向 #" 增加的方

向移动，共振峰的峰值减小。在已知噪声环境的工程

应用中，该特性可用于通过改变 !! 来检测微弱信号

或抑制被噪声污染的确定信号对系统的干扰。从图

) 可知，# 随 " 的增加而单调增加，同样道理，通过调

节 " 来改变噪声环境下的系统对被噪声污染确定信

号的响应。

图 (’ !! 取不同值时输出幅度增益 # 与噪声相关

率 #" 的关系曲线

图 )’ " 取不同值时输出幅度增益 # 与噪声相关率

#$ 的关系曲线

图&、# 为输出幅度增益#与噪声强度$" 的关系

曲线。由图&、# 可知，# 随着 $" 增大出现了一个最大

值，即传统的随机共振现象，其实质是由于噪声和信

号的相互作用，使得噪声的一部分能量转化成信号

的结果。由图 & 可见，不同的噪声强度下，# 与 !! 成

非单调关系，当 !! 与 " 接近时，出现共振峰时的 #
较小，这与无噪声时系统对确定信号输入时的响应

情形相反，该特性进一步证实了噪声引入系统后，有

时可能对系统的响应起决定性作用。当 $" $ $# 时，

# 随!! 的增大而单调增加；当$" & $# 时，# 随!! 的

增大而单调减小。由图 # 可知，随着 " 的增大，# 最大

值减小，共振峰的峰值随 " 的增大向 $" 增大的方向
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移动。

图 !" !# 取不同值时输出幅度增益 ! 与噪声强度

"$ 的关系曲线

图 %" " 取不同值时输出幅度增益 ! 与噪声强度

"$ 的关系曲线

&" 结论

本文研究了当系统的固有频率受二值噪声扰动

条件下，调制二值噪声驱动的二阶过阻尼线性系统

中的随机共振现象。研究表明，有噪声时系统的输出

幅度增益在一定条件下可以大于无噪声时的输出幅

度增益，而且适当的噪声参数和系统参数可以提高

输出幅度增益。本文的结论适用强噪声、弱信号情

形，这对于二值噪声环境中线性系统的理论研究以

及微弱信号检测理论都有重要的理论和实际应用价

值。
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$!第 $ 期 " " " " " " " " " " " " " " 周玉荣，等：具有调制二值噪声线性系统的随机共振


