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尖端导体表面附近的电场特性
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摘! 要：以圆锥形导体为研究对象，从求拉普拉斯方程在边界条件下的解出发，得到尖端导体附近的电势分布和等

势线方程。利用场强与电势的关系，导出尖端导体表面附近电场强度的数学表达式及其表面面电荷密度。用计算

工具软件 B’;196’;4>’ 作出相应的等势线簇图形。
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! ! 对于球形导体或者圆柱形导体静电场的求解比

较常见，而对于尖端导体表面附近静电场的研究比

较少，求出尖端导体表面附近的等势线方程和电场

线方程则未见报道。本文以圆锥形导体作为尖端导

体例子，采用数学物理理论及工具软件 B’;196’;4>’
相结合，求出用初等函数表示的电势、电场强度的精

确解，并作出等势线簇。

%! 尖端导体表面附近的电势分布和电

场强度

! ! 考虑一个半顶角为 ! 的圆锥形导体尖端附近

的电势分布和电场强度。建立坐标系，如图 % 所示。

这是一个与方位角 " 无关的具有对称轴（/ 轴）的

三维静电场问题。讨论的是 #"#"! Q ! 原点附近

的区域。为了便于计算，不妨设导体上的电势为零，

其外部空间电场的电势满足拉普拉斯方程#"$ R #，

而在轴对称势问题中拉普拉斯方程的一般解取为［%］
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! ! ! 图 %! 坐标图

因为原点上的电势有限，要求

式中 3 U #，且 53 R #，则在 #"#
"! Q ! 区间内，轴对称电势的

完全解由线性叠加得到
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由于尖端导体尖端表面附

近（即 2 R # 附近）静电场的一般特性得知导体电荷

的分布情况，求和式的主要贡献来自 2 的最低次幂。
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因此可以用（!）式的第一项来近似地描写 ! " # 附近

电势的特性，即

!（ !，"）" "!#$#（$%&"） （’）

现在（’）式中的待定常量是 " 和 #，重要的是 #
的值。要确定常量 "，必须用某一大曲面包围着的

电场存在的区域，这里不考虑常量 "，只通过 # 对尖

角附近的电场作一定分析。圆锥导体是一个尖锥

体，即 #%(，此时 #%(，当 #&# 时圆锥尖端周围区

域的电势 ! 几乎与角度 " 无关（犹如点电荷的场），

所以在 #%( 的情况下可设想

$#（$%&"）" %［( ) &（"）］

式中的 % 代表常数，因为 #&# 时，锥尖周围各

处电势 ! 趋近于常数，所以 &（"）%(。而 $#（’）满足

（(）式，令 ’ " $%&"，$#（ $%&"）" %［( ) &（ "）］，于是

（(）式可以写成
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又 &（"）%(，#%(，化简得

&（"）" #-+! ) #-+（&*+ "
! ）) #-+（$%& "

! ）)

(( -+（&*+ "
! ）. (( -+（$%& "

! ）) (!

因为在区域 #"""! . # 内 &（"）应无奇点，所以 (( "
. #，令积分常数(! " . #-+!，有可能导致新的物理

意义，于是
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因此，锥形导体尖端附近的电势为
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当 " " ! . # 时，! " #，与前面假设一致，表面电势为

零，故有
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电势与电场强度满足 ) " .#!［!］的关系式，可以根

据已求出的电势分布得到锥形导体表面附近的电场

强度，即
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尖端导体表面的面电荷密度
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由（1）、（4）、（5）式不难发现，尖劈导体尖端表

面附近的电场强度和电荷面密度在 !&# 附近都是

随 !# . (变化，导体表面曲率越大，电荷密度越大。由

（/）式可知，# 是随 # 而变的。根据（/）式可以计算

出在 # 取不同的值时对应的 # 值，部分计算见表 (。

表 (0 不同的 # 对应的 #

# * # (# 6 1 ’ ( #+ 6’ #+ 1#

# #+ !#1 #+ (67 #+ (4# #+ (’5 #+ (#4 #+ (#! #+ #7!

由表中可以看出，当 # " (# # 时，# " #+ !，电荷面

密度和 ! . #+ 6成正比；当 # " ( # 时，# " #+ (，电荷面密

度和 ! . #+ 7成正比；当 # " #+ !1 # 时，# " #+ #6，电荷面

密度和 ! . #+ 7! 成正比。不难看出，只有当 #&# 时，#
&#，也就是说只有在无穷尖细的情况下，电荷面密

度才和 ! . (成正比。所以，当 # 8 ( 时，在离尖端愈近

的地方，电荷面密度愈大，在离尖端愈远的地方，电

荷面密度愈小。而导体表面的电场强度又与其面电

荷密度成正比，所以，在 # 8 ( 时，在离尖端愈近的地

方，电场强度愈大，在离尖端愈远的地方，电场强度

愈弱。

!0 尖端附近的等势线方程

由电磁学等相关知识，得等势线与电势分布的

关系［’］，! " ,(，有
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即（6）式就是锥形导体尖端表面附近的等势线方

程。

’0 等势线的描绘

令（6）式中的 ! " ,（常数），即可得到等势线函

数。该函数为二维的极坐标形式。本文采用 :32;<
9=32*$3［/］绘图函数中的 >%-3?>-%2 命令绘制函数图

形。取 # " (# #时的 # 为 #+ !#1，常数 , 分别等于 (#，

!#，’#，/1，1#，51，7# @。" 取值为 #+ (# 到 ’+ (# 和 .
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!! " !到 # $! " !可以画出对称的 % 条等势线；再用 &’(
)*+,-* 命令画出直线构成尖端，结合等势线，则得到

尖端附近二维的等势线簇，如图 . 所示。

图 ./ 等势线簇图

/ / 由以上分析可以看出当金属带电时，其表面曲

率越大的地方电荷越密度越大，表面附近的电场强

度越强，因而越容易击穿空气而放电。
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算法比单一模拟退火更易收敛到性质更好的优解。

表 ./ "!! 次实验中非线性度出现次数

非线性度 模拟退火 混沌模拟退火 非线性度 模拟退火 混沌模拟退火

25 . ! "!% "" ".
27 6 " ""! % "5
2% 2 . "". 3 "6
"!! ". 5 ""5 $ "$
"!. "5 7 ""7 . %
"!5 "$ 7 ""% . 6
"!7 ". "" ".! ! .

".. ! "

7/ 结论

本文利用 89:;<)9:= 映射的优良性质，提出一

种混沌模拟退火算法，用于寻找高度非线性的平衡

布尔函数。经实验表明，此算法比单一的模拟退火算

法，在密码学领域具有更大优越性。另外，此算法通

用性强，稍加改动，可以运用于其它的组合优化问题。
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