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关于 !"拟凸函数几个错误命题的反例及修正
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摘! 要：本文对文献［C］的几个错误命题给出了反例，并利用放大映射与压缩映射对几个错误命题进行了修正，得到

了几个关于 !"拟凸函数的新结论。同时建立了 !"拟凸函数与 !"水平集之间的等价关系。
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! ! 凸性和广义凸性在最优化理论的各个方面起着

很关键的作用，因此对各种广义凸性的探索一直是

凸分析的重要课题。随着研究的不断深入，各种新

的成果不断出现［C"$］。本文对文献［C］中的部分错

误结论提出了反例，并进行了相应的修正。同时得

到了 !"拟凸函数与 !"水平集之间的等价关系。

C! 预备知识

定义 C［"］! 称集合 3"6+ 是 !"凸集，若存在映

射 !：6+#6+，$4，,%3，!%［#，C］有 !!4 Q（C R
!）!,%3。

定义 "［"］! 称函数 5：3"6+#6 是定义在 !"凸
集3上的!"凸函数，如果$4，,%3，!%［ #，C］，

有 5（!!4 Q（C R !）!,）&!5（!4）Q（C R !）5（!,）。

定义 I［C］! 称函数 5：3"6+#6 是定义在 !"凸
集 3 上的 !"拟凸函数，如果$4，,%3，!%［#，C］，

有 5（!!4 Q（C R !）!,）&7.P｛5（!4），5（!,）｝。

定义 %［E］! 称函数 5：3"6 +#6 是定义在 !"凸

集 3 上的半 !"凸函数，如果$4，,%3，!%［#，C］，

有 5（!!4 Q（C R !）!,）&!5（4）Q（C R !）5（,）。

定义 E［F］! 设 5：6+#6，3"6+，!：6+#6+，且 3
是 !"凸集，C）如果 5（!4）’5（4），$4%3，则称 ! 在

3 上关于 5 是放大映射；"）如果 5（!4）&5（4），$4%
3，则称 ! 在 3 上关于 5 是压缩映射。

定义 F［C］! 设 3"6+ 是 !"凸集，5 是定义在 3
上的实值函数，$"%6，称集合6!（ 5，"）S｛4%3 T
5（!4）&"｝为 5 的 !"水平集。

"! 主要结论

文献［C］中的命题 "7 I，命题 "7 % 都是不正确

的，下面给出反例来说明，并且给出了正确的命题。

命题 C［C］! 设 3"6+，5 是定义在 3 上的 !"凸函

数，则集合 6!（ 5，"）是一个 !"凸集。

例 C! 设 !4 S 4 Q C，5（4）S 4"，则

5（!!4 Q（C R!）!,）S 5（!（4 QC）Q（C R!）（, QC））S
（, Q C Q !（4 R ,））" S
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因为 !%［&，"］，则

#（!$" !（" $!）$!）$!#（$"）!（" $!）#（$!）&&
即 #（!$" !（" $ !）$!）&!#（$"）!（" $ !）#（$!）

则 #（"）是 $%凸函数。

取 " % ’，! % #，! % (
’ ，" % #)，则 #（$"）% #)&

"，#（$!）% *&"，但

#（$（!$" !（" $ !）$!））% #（""
# ）% "#"’ + "

则集合 &$（ #，"）不是一个 $%凸集。

命题 "’, 设 ("!) 是 $%凸集，# 为 ( 上的 $%凸
函数，且 $ 在 ( 上关于 # 是压缩映射，即 #（$"）&
#（"），则集合 &$（ #，"）是一个 $%凸集。

证明, $"，!%&$（ #，"），有 #（$"）&"，#（$!）

&"，则 #（$（!$" !（" $ !）$!））&
#（!$" !（" $ !）$!）&!#（$"）!（" $ !）#（$!）&"

即 !$" !（" $ !）$!%&$（ #，"）

所以集合 &$（ #，"）是一个 $%凸集。 证毕

, , 因为半 $%凸函数的性质，有以下命题。

命题 #, 设 ("!) 是 $%凸集，# 为 ( 上的 $%凸
函数，则集合 &$（ #，"）是一个 $%凸集。

证明, # 为$ %凸 集( 上 的 半$ %凸 函 数 ，则 有

#（$"）&#（"），以下证明过程同上。 证毕

命题 (［"］, 设 ("!) 是 $%凸集，# 为 ( 上的实

值函数，$"%!，集合 &$（ #，"）是一个 $%凸集的充

分必要条件 # 是为 ( 上的 $%拟凸函数。

例 #, 设 $" % " ! "，#（"）% $ "#，取

(" % -./ #（$"），#（$!{ }） %
-./ $（" ! "）#，$（! ! "）{ }# ，

则$"，!%&$（#，"），有 #（$"）&("，#（$!）&("，且

#（$（!$" !（" $ !）$!））%
#（!（" ! "）!（" $ !）（! ! "）! "）%
$（!（" ! "）!（" $ !）（! ! "）! "）#

若 "’!，(" % $（! ! "）#，则

#（$（!$" !（" $ !）$!））& $（! ! #）#&("
同理，若 "&!，(" % $（" ! "）#，则

#（$（!$" !（" $ !）$!））& $（" ! #）#&("

即 !$" !（" $ !）$!%&$（ #，"），所以集合 &$（ #，"）是

一个 $%凸集。

取 " % $ #，! % "，! % "
# ，则 (" % $ "，但 #（!$" !

（" $ !）$!）% #（ "
# ）% $ "

’ +("，则 # 不是 ( 上的 $%

拟凸函数。

命题 (’, 设 ("!) 是 $%凸集，"）# 是 ( 上的 $%
拟凸函数，且 $ 在 ( 上关于 # 是压缩映射，则集合

&$（ #，"）是一个 $%凸集；#）集合 &$（ #，"）是一个 $%
凸集，且 $ 在 ( 上关于 # 是放大映射，则 # 是 ( 上

的 $%拟凸函数。

证明, " ）$ "，!% &$（ #，"），有 #（ $"）&"，

#（$!）&"，则

#（$（!$" !（" $ !）$!））&
#（!$" !（" $ !）$!）&-./ #（$"），#（$!{ }）&"

即 !$" !（" $ !）$!%&$（ #，"），所以集合 &$（ #，"）是

一个 $%凸集。

#）$"，!%(，令(" %-./ #（$"），#（$!{ }），则

#（$"）&("，#（$!）&("，即 "%&$（ #，("），!%&$（ #，("）。

又集合 &$（ #，("）是一个 $%凸集，则$!%［&，

"］，有 !$" !（" $ !）$!%&$（ #，("），从而

#（!$" !（" $ !）$!）&#（$（!$" !（" $ !）$!））&
(" % -./ #（$"），#（$!{ }）

则 # 是 ( 上的 $%拟凸函数。 证毕
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