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非齐次等式约束线性回归模型参数的条件根方估计
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摘! 要：对非齐次等式约束线性回归模型提出回归系数的条件根方估计，证明了在一定条件下，当回归自变量间存
在复共线关系时，条件根方估计在均方误差意义下很好改进了约束最小二乘估计；讨论了条件根方估计的容许性；

分别给出了在平均散布误差准则下条件根方估计优于约束最小二乘估计的充要条件与充分条件；对确定条件根方

估计的参数值讨论了两种方法：根迹法、方差扩大因子法。
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! ! 考虑带非齐次等式约束的线性回归模型! ! ! ! !
2 X $! Y 3，4（3）X #，?+9（3）X "" *.
! 5! X{ /

（C）

其中 2为 . Z C 的观察向量，$为 . Z 6的设计矩阵，3为 . Z C 的随机误差向量，*. 为 .阶单位矩阵，"" [ # 为

误差方差，5为 7 Z 6的矩阵，/为 7 Z C 向量，!"8# !：5! X{ }/ 为待估参数向量。本文均假设下式成立
(.-\（$）X 6（列满秩），(.-\（5）X 7（行满秩） （"）

对模型（C），可以求出使残差平方和 9（!）最小的 !!，称为 ! 的 UN>@（U:;<(5?<:A N:.;<I>4,.(:; @;<57.I
<+(）。设 9（!，#）X（2 ] $!）:（2 ] $!）] "#:（5! ] /）［C］，其中 # 是 7 维向量。9（!，#）分别关于 !，# 求偏导
有

!9（!，#）
!!

X ] "$:2 Y "$:$! ] "5:# X # （F）

!9（!，#）
!#

X ] "（5! ] /）X # （%）

由（F）、（%）式可以求出 !的 UN>@，即
!! X ;! Y 9 ] C5:［59 ] C5:］] C（ / ] 5;!）X［9 ] C ] 9 ] C5:［59 ] C5:］] C59 ] C］$:2 Y 9 ] C5:［59 ] C5:］] C / X,$:2 Y <

（E）
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其中 !! !（"#"）" # "#$ 为 ! 的无约束 $%&，且 !! 是 ! 的 ’$(&（’)*+ $,-)./ (-0,.*)1 &*+,2.+3/），%&’（ !!）!
"4( " #，( ! "#"，) ! ( " # " ( " #*#［*( " #*#］*( " #，% ! ( " #*#［*( " #*#］’，且 +!! ! ! 5 ( " #*#［*( " #*#］" #（ ’ " *!）
! !，%&’（!!）! "4( " # " "4( " #*#［*( " #*#］" #*( " #，%&’（ !!）" %&’（!!）! "4( " #*#［*( " #*#］" #*( " #$6，这是
因为 "4 7 6，( " #*#［*( " #*#］" #*( " #$6。
综上可知，在估计类 ,$ 5 -’中，!!是 !的 ’$(&。
在无约束线性模型下，当设计阵呈病态时，夏结来［4.8］提出了用根方估计来改善最小二乘估计（$%&）。

根方估计和著名的岭估计虽然都是从同一角度提出的有偏估计，但和岭估计采取的途径不同，在一定条件下

它也能很好地改进 $%&，根据 93-+) :./;3方法模拟结果，有时根方估计优于岭估计，有时岭估计优于根方估
计。郑昌光［<］讨论在约束线性回归模型中，参数 ! 的 =$%& !!的均方误差在一定条件下可以变得很大，因
此效果也不理想，这就促使人们在 !的有偏估计类中寻找一类合理的估计去改进 !!，一种很自然的作法就
是把无约束线性模型上的有偏估计推广到有约束的线性模型中，目前岭估计已有多种推广形式［>.?］，史建

红［@］将根方估计引入约束条件为 *! ! 6 的线性模型。本文给出在约束条件 *! ! ’ 下线性模型回归系数 !
的根方估计，证明在一定条件下，当回归自变量间存在复共线关系时，条件根方估计在均方误差意义下很好

改进参数的约束最小二乘估计（=$%&），并讨论条件根方估计的容许性。给出根方估计 /值的选择采用两种
方法：根迹法、方差扩大因子法。

#A 引理、定义及其性质

引理 #［@］A 在模型（#）下，)() !)，)()# !)。
证明A )() !［( " # " ( " #*#［*( " #*#］" #*( " #］(［( " # " ( " #*#［*( " #*#］" #*( " #］!)，又 )# ! )，故 )()#

!)。 证毕

引理 4A 在模型（#）下，) ! ( " # " ( " #*#［*( " #*#］" #*( " #为半正定矩阵，且 /.-B（)）! 0 " 1。

证明A 因 )()# !)，又 (为正定阵，故 )为半正定阵，下证 ) 的秩为 0 " 1。注意到 ) ! ( " #
4［ 20 " ( " #

4

*#（*( " #
4 ( " #

4 *#）" #*( " #
4］( " #

4 ! ( " #
4［20 " 3( " #

4 *#
］( " #

4，其中 34 表示向 #（4）的正交投影阵。所以，/.-B（)）!

/.-B［ 23 " 3
( " #

4 *#
］! +/（ 23 " 3

( " #
4 *#
）! 0 " /.-B（3

( " #
4 *#
）! 0 " 1。 证毕

引理 8A 存在 0阶正交阵 5，使 5#)5 ! 1,.C（$#，$4，⋯，$0 " 1，6，⋯，6）#%，$ 6 为 )的非零特征根，且 $#

$$4$⋯%$0 " 1 7 6。
证明A 由引理 # 结论显然。 证毕

引理 <A 在模型（#）下，!!的均方误差为 7(+（!!）! "4&
0 " 1

6 ! #
$ 6，$ 6 为 ) 的非零特征根，且 $#$$4$⋯$

$0 " 1 7 6。
证明A 7(+（!!）! +/（D3E（!!））5’+（!!）" !’4 ! +/（D3E（)"#$ 5 %））5’!.!’4 ! （?）

"4 +/（)()）! "4 +/（)）! "4&
0 " 1

6 ! #
$ 6 证毕

引理 >A 在模型（#）下，令 & ! 5#（! " %）!（&#，&4，⋯，&0）#，则 &0 " 1 5 # ! &0 " 1 5 4 !⋯ ! &0 ! 6，5 由引理 <

定义，% ! ( " #*#［*( " #*#］" # ’。
证明A 由引理 8 知，5#)5 ! 5#［( " # " ( " #*#［*( " #*#］" #*( " #］5 ! %，故 ( " # " ( " #*#［*( " #*#］" #*( " # !

5%5#(2 " ( " #*#［*( " #*#］" #* ! 5%5#(，从而 ! " ( " #*#［*( " #*#］" #*! ! 5%5#(!。因 *! ! ’，所以 ! " ( " #*#
［*( " #*#］" # ’ ! 5%5#(!，则 ! " % ! 5%5#(!，5#（! " %）! %5#(!。令 & ! 5#（! " %），则 & ! %5#(!，由 % 的定
义知，&0 " 1 5 # ! &0 " 1 5 4 !⋯ ! &0 ! 6。 证毕

引理 ?A 假设 5#% !（8#⋯ 80 " 180 " 1 5 #⋯ 80）#，则有
5#! ! & 5 5#% !（&# 5 8#⋯ &0 " 1 5 80 " 1 &0 " 1 5 # 5 80 " 1 5 #⋯ &0 5 80）# （@）

其中 &0 " 1 5 # ! &0 " 1 5 4 !⋯ ! &0 ! 6。
定义 #A 在模型（#）下，称由下式给定的)!（/）为 !的条件根方估计。

)!（/）!（) 5）/!! !（) 5）/（)"#$ 5 %），6 F / F # （G）
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其中（! !）" " ##$%&（! ’ "
( ，⋯，!

’ "
$ ’ %，)，⋯，)）#&!、#、’的定义同上文。

定理 (* 根方估计)"（"）是 "的有偏估计。
证明* 因为 ()"（"）" (（! !）""! "（! !）""，所以)"（"）是 "的有偏估计。 证毕

定理 +* 在模型（(）下，条件根方估计)"（"）的均方误差为

)*(（)"（"））" #+&
$ ’ %

+ " (
!( ’ +"

+ !&
$ ’ %

+ " (
（$+ ! ,+）

+（! ’ "
+ ’ (）+#-（"） （,）

其中 $+，,+ 的定义同上文。

证明 )*(（)"（"））" -.（/01［（! !）""!］）!’（! !）"" ’ "’+ " -.（（! !）"/01（"!）（! !）"）!
"&［（! !）" ’ .］［（! !）" ’ .］" " #+ -.（（% !）"%（% !）"）!（#&"）&［（% !）" ’ .］［（% !）" ’ .］#&" "

#+ -.（（% !）"%（% !）"）!（$ ! #&’）&［（% !）" ’ .］［（% !）" ’ .］（$ ! #&’）"

#+&
/ ’ %

+ " (
!( ’ +"

+ !&
$ ’ %

+ " (
（$+ ! ,+）

+（! ’ "
+ ’ (）+ 证毕

定理 2* 在模型（(）下，当*
$ ’ %

+ " (
! + 3 ( 时，总存在 "（) 4 " 4 (），使得

)*(（)"（"））+)*(（"!） （()）

证明* 记 0(（"）##
+&
$ ’ %

+ " (
!( ’ +"

+ ，0+（"）#&
$ ’ %

+ " (
（$+ ! ,+）

+（! ’ "
+ ’ (）+，则 -（"）" 0(（"）! 0+（"）。取 " " ) 时，有

-（)）" #+&
$ ’ %

+ " (
! + ")*(（"!），-（"）关于 "求导得 -&（"）" 0&(（"）! 0&+（"），0&(（"）" ’ +#+&

$ ’ %

+ " (
! +

( ’ +" 56! +。当 )

+"+ (
+ 时，若 ! +$(，则 56! +$)，!( ’ +"

+ $(；若 ! ++(，则 56! ++)，!( ’ +"
+ +(。故当*

$ ’ %

+ " (
! + 3 ( 时，有 0&(（"）" ’

+#+&
$ ’ %

+ " (
!( ’ +"

+ 56! ++ ’ +#+&
$ ’ %

+ " (
56! + " ’ +#+ 56*

$ ’ %

+ " (
! + 4 )，可知 0(（"）是（)，

(
+ ）上的单调减函数。

而 0&+（"）" ’ +&
$ ’ %

+ " (
（$+ ! ,+）

+（! ’ "
+ ’ (）! ’ "

+ 56! +$)，且 0&+（)）" )，即 0&+（"）$0&+（)），因 为 0+（"）是

图 (* )*(（)"（"））与 )*(（"!）的
大小比较

（ ’ 7，7）上的连续函数。因此，可知 0+（"）是（)，(+ ）上的单调增函数。

所以总存在 ")（) 4 ")+
(
+ ），使得当 ) 4 " 4 ") 时，0&+（"）4 +#

+&
$ ’ %

+ " (
56! +。

综上可知，当 ) 4 " 4 ") 时，有 -&（"）" 0&(（"）! 0&+（"）4 )，故 -（"）是
（)，")）上的单调减函数，因此有 -（"）4 -（)），""（)，")），即 )*(（)"（"））
+)*(（"!），用图形比较大小见图 (。
定理 2 说明当 !的特征根很大时，从估计值的均方误差来看，总可以

选择一个适当 "的值使得条件根方估计优于 89:估计。
从定理 2 的证明过程知，)*(（)"（"））" 0(（"）! 0+（"），0(（"）" (’)"（"）

’ ()"（"）’+，是)"（"）+ 的方差之和，且是（)，
(
+ ）上的单调减函数；0+（"）" (’()"（"）’ "’+，是)"（"）+ 的偏差平方

和，是（)，(+ ）上的单调增函数。由此可知，根方估计就是用估计值的偏性来换取估计值方差的减小，从而使

)*(（)"（"））+)*(（"!）。但是当 !的非零特征根中有小于 ( 的特征根时，条件根方估计将不是约束可容许
估计。 证毕

+* ;<=准则比较 >8:=与 89:=
为下文需要，先给出以下定义。

定义 +［?］* 设 1"是参数 "的估计，则称 )（ 1"，"）" (（ 1" ’ "）（ 1" ’ "）&
为估计 1"的平均散布误差。由定义 ( 有

)（ 1"，&）" (（ 1" ’ "）（ 1" ’ "）& " ’23（ 1"）! 4+25（ 1"，"）（4+25（ 1"，"））&。 （((）
定义 2［?］* 设 1"(，1"+ 是参数 "的两个估计，若它们的平均散布误差矩阵之差是非负定的，即 ’（ 1"(，1"+）"
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!（ "!!，!）"!（ "!#，!）$$，则称 "!# 是在 %&’()准则下优于 "!!。

定义 *［+］, 设 "!!，"!# 是参数 !的两个估计，若
#（ "!! " !）$（ "!! " !）" #（ "!# " !）$（ "!# " !）- ./｛"（ "!!，"!#）｝$$ （!#）

则称 "!# 是在 %&’(!准则下优于 "!!。

定理 *, 条件根方估计)!（%）在 %&’()准则下优于约束最小二乘估计 !!的充分必要条件是
# " #!$&（$% " ’）（$#% 0 ! " $）" !（$% " ’）&$!+! （!1）

证明, !! -()$* 0 +，)!（%）-（( 0）%!! -（( 0）%（()$* 0 +），$ 2 % 2 !，其中 ( - , " ! " , " !-$［-, " !-$］" !

-, " !，+ - , " ! -$［-, " ! -$］" ! .，因为 #!! - !，+/.（ !!）- ##(，#)!（%） -（( 0）%!，+/.（)!（%））- ##（( 0）%(
（( 0）%，所以 !（!!，!）- +/.（!!）0 01/2（!!，!）（01/2（!!，!））$ - ##( （!*）
!（)!（%），!）- +/.（)!（%））0 01/2（)!（%），!）（01/2（)!（%），!））$ -##（( 0）%(（( 0）% 0（（( 0）%! " !）（（( 0）%! " !）$ -

##（( 0）%(（( 0）% 0（（( 0）% " ’）!!$（（( 0）% " ’）- ##（( 0）%(（( 0）% 0（( 0）%!!$（( 0）% "
（( 0）%!!$（( 0）" % "（( 0）%（( 0）%（( 0）" %!!$（( 0）% 0（( 0）%（( 0）" %!!$（( 0）" %（( 0）% （!3）

因此 "（!!，)!（%））-!（!!，!）"!（)!（%），!）-
##（( 0）%（( 0）" %(（( 0）" %（( 0）% " ##（( 0）%(（( 0）% "（( 0）%!!$（( 0）% 0

（( 0）%!!$（( 0）" %（( 0）% 0（( 0）%（( 0）" %!!$（( 0）% "（( 0）%（( 0）" %!!$（( 0）" %（( 0）% -
（( 0）%（##（( 0）" %(（( 0）" % " ##( " !!$ 0 !!$（( 0）" % 0（( 0）" %!!$ "（( 0）" %!!$（( 0）" %（( 0）% -
（( 0）%（##（（( 0）" %(（( 0）" % "(）0 !!$（（( 0）" % " ’）0（( 0）" %!!$（ ’ "（( 0）" %（( 0）% -
（( 0）%（##（（( 0）" %(（( 0）" % "(）0 !!$（（( 0）" % " ’）"（( 0）" %!!$（（( 0）" % " ’）（( 0）% -
（( 0）%##（（( 0）" %(（( 0）" % "(）"（（( 0）" % " ’）!!$（（( 0）" % " ’））（( 0）% （!4）

因为（( 0）%$$，要使 "（!!，)!（%））$$，只要使
##（（( 0）" %(（( 0）" % "(）"（（( 0）" % " ’）!!$（（( 0）" % " ’））$$ （!5）

而 （( 0）" %(（( 0）" % "( -
&6789（%%

!，⋯，%
%
3 " 4，$，⋯，$）&$&6789（%!，⋯，%3 " 4，$，⋯，$）&$&6789（%

%
!，⋯，%

%
3 " 4，$，⋯，$）&$ "

&6789（%!，⋯，%3 " 4，$，⋯，$）&$ - &6789（%#% 0 !
! ，⋯，%

#% 0 !
3 " 4 ，$，⋯，$）&$ " &6789（%!，⋯，%3 " 4，$，⋯，$）&$ -

&6789（%#% 0 !
! " %!，⋯，%

#% 0 !
3 " 4 " %3 " 4，$，⋯，$）&$ - &（$#% 0 ! " $）&$ （!+）

（（( 0）" % " ’）!!$（（( 0）" % " ’））- &（$% " ’）&$!!$&（$% " ’）&$
因此要使

（##（( 0）" %(（( 0）" % "(）"（（( 0）" % " ’）!!$（（( 0）" % " ’））- ##&（$#% 0 ! " $）&$ " &（$% "
’）&$!!$&（$% " ’）&$ - &（##（$#% 0 ! " $）"（$% " ’）&$!!$&（$% " ’）&$$$

只要（##（$#% 0 ! " $）"（$% " !）&$!!$&（$% " ’））$$。从而有
# " #!$&（$% " ’）（$#% 0 ! " $）" !（$% " ’）&$!+!。 证毕

定理 3, 条件根方估计)!（%）在 %&’(!准则下优于约束最小二乘估计 !!的充分条件是
# " #!$&（$% " ’）（$ 0）#%（$% " ’）&$!+./（$ " $! " #%） （!:）

证明, 因为 ./｛"（!!，)!（%））｝- ./｛（( 0）%（##（（( 0）" %(（( 0）" % "(）"（（( 0）" % "
’）!!$（（( 0）" % " ’））（( 0）%｝-##./｛（( 0）%&（$#% 0! "$）&$（( 0）%｝" ./｛（( 0）%&（$% " ’）&$!!$&（$% " ’）&$（( 0）%｝-
## ./｛&（$ 0）%&$&（$#% 0 ! " $）&$&（$ 0）%&$｝" ./｛&（$ 0）%&$&（$% " ’）&$!!$&（$% " ’）&$&（$ 0）%&$｝-

## ./（$ " $! " #%）" !$&（$% " ’）（$ 0）#%（$% " ’）&$! -
## ./（$ " $! " #%）" !$&（$% " ’）（$ 0）#%（$% " ’）&$! （#$）

要使, ## ./（$ " $! " #%）" !$&（$% " ’）（$ 0）#%（$% " ’）&$!$$，只要 # " #!$&（$% " ’）（$ 0）#%（$% " ’）&$!
+./（$ " $! " #%） 证毕

1, %值的确定

定理 1 指出选择适当的 %值能使根方估计)!（%）的均方误差。小于 ;<=’ !!的均方误差。以下给出两种
选择根方估计)!（%）中 %值的方法。
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!）根迹法［"!!#］（$%%& ’()*+）。)!（"）是 " 的函数，)!（"）
# 随 " 变化的轨迹称之为根迹。由)!（"）,（$ -）"!! ,

（$ -）"（$%&’ - (），# . " . ! 知，当 "趋向于 # 时，)!（"）,!!；当 ",! 时，)!（"）,%&’ - $ - (。当 " 值大于某个
正常数时，)!（"）

# 就逐渐稳下来，在坐标纸上绘出根迹图后，按下列原则来确定 "值，选取使根迹达到稳定的最
小 "值，"值一旦确定下来，就可按)!（"）,（$ -）"（$%&’ - (）求出回归系数的估计值。如此给出的回归系数
的估计值与传统的残差分析法求出的回归系数相比较，其思想是截然不同的。由根迹法确定的 "值，一般能
克服 $/01的明显不足之处，如校正回归系数 $/01中的一些“不正确的符号”。但根迹法比较直观，难以令
人信服。

根迹图与岭迹图（$234+ ’()*+）相比有着明显的优点，根迹图在［#，!］上有两种极端的情况，因此只须在
［#，!］上考察)!（"）

# 的变化趋势，而岭迹图最好是在［#，5］上考察)!
（"）
# 的变化趋势。

6）方差扩大因子法［"!!#］。根据7)(48)(3& 09++方差扩大因子（:)(2)9*+ ;9<=)&2%9 >)*&%(）的定义法，可以定
义根方估计)!（"）的方差扩大因子。

定义? @ 回归系数!的估计值)!（"）的方差扩大因子为矩阵
*%A（)!（"））

"6 对角线元素中的最大者，记为

()*（)!（"）），即 ()*（)!（"））, B)C（
(+,（)!（"）

# ）

"6 ）。

证 明 @ 因*%A（)!（"））, *%A（（$ - ）" !!）, "6（$ - ）" $（$ - ）"，故 , *%A（)!（"））

"6 ,（$ - ）" $（$ - ）"。

()*（)!（"））就是矩阵（$ -）"$（$ -）" 对角线中的最大者。当 " , # 时，()*（)!（"））, ()*（)!!），随着 " 值的增

大，有 ()*（)!（"））+()*（)!!）。这是因为 &( *%A（)!（"））

"( )6 , &(（$ -）"$（$ -）"
"( )6 , &

- D .

# , !
#! D 6"

# 是（#，
!
6 ）的单调减

函数。因此，当 " , # 时，&( *%A（)!（"））

"( )6 ,&
- D .

# , !
# # , &(（$）, &( *%A（!!）

"( )6 ；当 " , !
6 时，&(

*%A（)!（"））

"( )6 , - D .；当 #

+ "+ !
6 时，- D .+ &( *%A（)!（"））

"( )6 + &( *%A（!!）
"( )6 , &(（$），从上式可以看出，随着""（#，!6 ）增大，有

()*（)!（"））+()*（)!!）。 证毕

夏结来［6］针对无约束的根方估计提出了一个选择 "值的原则：选择最小 " 的值使根方估计的方差扩大
因子不大于 !#。在等式约束下，" 值的选取也采用类似的原则，具体选取 " 值的原则是：取使（$ -）"$
（$ -）" 的对角线元素最大者不大于 !# 的最小的 "值。
由于选择 "值的标准不同，用以上两种方法选取的 "值很可能是不等的。
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