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摘! 要：设 ! 为区域 " 上的亚纯函数族，#、$、% 是正整数，&（’）C ’% D (% E F（ )）’% E F D ⋯ D (F（ )）’ 是多项式，*（ +，+,，

⋯，+（#））是满足 -*! G # 的微分多项式，(（ )）、.（ )）、/（ )）是 " 上的解析函数，且 (（ )）".（ )），.（ )）"#，/（ )）"#，如果

对任意的 +#!，+ 的零点重 数 至 少 为 # D F，&（ +（#））D *（ +，+,，⋯，+（#））C (（ )）$+（ )）C #，&（ +（#））D *（ +，+,，⋯，+（#））C
.（ )）$+（ )）C /（ )），则 ! 在 " 上正规。
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! ! 本文引用 6:9.-/5--. 值分布理论中常用记号及

基本结果［FK"］。设 +（ )）是区域 " 上亚纯函数，#、$、%
是正整数，(7（ )）（ 7 C F，⋯，% E F），.=（ )）（ = C F，⋯，

$）是 " 上的解析函数，8#、8F、⋯、8# 是正整数。

<（’）C ’% D (% E F（ )）’% E F D ⋯ D (F（ )）’，

>（ +，+ ,，⋯，+（#））C + 8#（ + ,）8F⋯（ +（#））8#，

!>
! C 8# D 8F D ⋯ D 8# E F，

!> C 8# D 8F D ⋯ D 8#，

"> C 8# D "8F D ⋯ D（# D F）8#

>（ +，+ ,，⋯ ，+（#））是 + 的 微 分 单 项 式 ，!> 是

>（ +，+ ,，⋯，+（#））的次数，"> 是 >（ +，+ ,，⋯，+（#））的

权。设 >F（ +，+ ,，⋯，+（#）），>"（ +，+ ,，⋯，+（#）），⋯，>8

（+，+ ,，⋯+（#））是 + 的微分单项式，则 *（+，+ ,，⋯，+（#））C
.F（ )）>F（ +，+ ,，⋯，+（?））D ⋯ D .8（ )）>8（ +，+ ,，⋯，

+（#））称为 + 的微分多项式。!*
! C 75-｛!>F

!，⋯，

!>$
!｝。

设 + 和 9 为 " 内的两个亚纯函数，( 和 . 是两个

复数。如果当 +（ )）C ( 时，9（ )）C .，记为 +（ )）C ($
9（ )）C .；如果 +（ )）C ($9（ )）C .，且9（ )）C .$
+（ )）C (，记 +（ )）C (%9（ )）C .；如果 +（ )）C (%9（ )）
C (，就说 + 和 9 在 " 上分担 (。

FLL" 年，>?2T5?U 首先把分担值与正规族联系

起来，证明了

定理 F［M］! 设 ! 为单位圆盘 ! 上的亚纯函数

族，(F、("、(M 为三个互为判别的有穷复数。如果任

意的 +#!，(F、("、(M 为 + 和 + ,在 ! 上的 RN 分担值，

则 ! 在 ! 上正规。

庞学诚和 V./?7.- 证明了

定理 "［%］! 设 ! 为区域 " 上的亚纯函数族，(
和 . 是两个不同的复数，/ 为非零复数，如果对任意

的 +#!，&!+（#）C&@+,（(），&@+,（.）C&@+（ /），则 ! 在 "
上正规。
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!" 引理

引理 !［#］" 设 ! 是单位圆盘 ! 上的亚纯函数

族，" 为一正整数，若对任意的 ##!，# 零点重数至少

为 "，且存在 $ $ %，使得当 # & % 时有 ’ #（"）（ %）’’$，

则若 ! 在 ! 上不正规，那么对于 %’"’"，存在

!）一个实数 &，% ( & ( !；

)）一个点列 %’，’ %’ ’ ( &；
*）一个函数列 #’，#’# !；

+）正数列 #’(% ,

使得

(’（$）&
#’（ %’ , #’$）

#’ "
((（$）

其中收敛按球面距离内闭一致收敛，( 是复平面 )
上的非常数亚纯函数，满足 (-（$）’(-（%）& "$ , !，

且 ( 的级至多为 )。

引理 )［.］" #（ %）是有穷级的超越亚纯函数，" 是

一正整数，* 是非零有穷复数，如果 #（ %）的零点重数

至少为 " , !，则 #（"）取 * 无穷多次。

引理 *［/］" +（ %）是非零常数的有理函数，" 是

一非负整数，* 是非零复数，如果 +（ %）的零点重数

至少为 " , !，+（"）（ %）"*，则

+（ %）&（%% , &）（" , !）

’% , (
其中 ’，(，%，& 是常数，满足 ’%"%，’ ( ’ , ’ & ’"%。

)" 主要结果

定理 *" 设 ! 为区域 , 上的亚纯函数族，"、-、.
是正整数，/（0）& 0. , 1. 0 !（ %）0. 0 ! , ⋯ , 1!（ %）0
是多项式，2（ #，# 3，⋯，#（"））是满足 &2! $ % 的微分多

项式，1（ %）、*（ %）、4（ %）是 , 上的解析函数，且 1（ %）
"*（ %），*（ %）"%，4（ %）"%。如果对任意的 ##!，# 的

零点重数至少为 " , !，5（ #（"））, 2（ #，# 3，⋯，#（"））&
1（ %）$#（ %）& %，5（ #（"））, 2（ #，# 3⋯，#（"））& *（ %）$
#（ %）& 4（ %），则 ! 在 , 上正规。

证明" 假设 ! 在 , & ! 上不正规，不失一般性，

不妨假设 ! 在 %% & % 处不正规［1］。由引理 !，存在 %’
(%，#’#!，#’(% 使

(’（ ）&
#’（ %’ , #’ ）

#’
"

按球面距离内闭一致收敛于复平面 ) 上的非常数

亚纯函数 (（ ），且 (（ ）的级至多为 )。令 6（7）&
0. , 1. 0 !（%）0. 0 ! , ⋯ , 1!（%）0，现需证明以下结

论。

!）(（ ）零点重数至少为 " , !；

)）6（(（"）（ ））& 1（%）$(（ ）& %；

*）6（(（"）（ ））"*（%）。

结论!）是显然的，下证结论)）。令 8（#）&5（#（"））,
2（ #，# 3，⋯，#（"）），由 %2

! $ % 知

)9:

%9:

&
’% , )’! , ⋯ ,（" , !）’"

’% , ’! , ⋯ , ’"
( " , !

（ : & !，)，⋯，’）

假设存在 % 使 6（(（"）（ %））& 1（%），则 (（ %）"2 。

因为

8（ #’（ %’ , #’ ））0 1（ %’ , #’ ）&
2（ #’（ %’ , #’ ），⋯，#’

（"）（ %’ , #’ ））, 5（ #’
（"）（ %’ ,

#’ ））0 1（ %’ , #’ ）&（ #’
（"）（ %’ , #’ ））. ,

)
. 0 !

: & !
1:（ %’ , #’ ）（ #’

（"）（ %’ , #’ ））: ,

)
-

: &!
*:（%’ ,#’ ）9:（#’（%’ ,#’ ），⋯，#’

（"）（%’ ,#’ ））0

1（ %’ , #’ ）&（(’
（"）（ ））. ,

1. 0!（%’ ,#’ ）（(’
（"））. 0! ,⋯,1!（%’ ,#’ ）(’

（"）（ ）,

)
-

: &!
*:（%’ ,#’ ）#’

（" ,!）%9:
0*9:9:（(’（ ），⋯，(’

（"）（ ））0

1（ %’ , #’ ）

由
)9:

%9:

( " , !（ : & !，)，⋯，’）知，)
-

: & !
*:（ %’ , #’ ）

#’
（" , !）%9:

0 )9:9:（(’（ ），⋯，(’
（"）（ ））在 &% 的某个

领域内一致收敛于 %，所以在 &% 的某个领域内 8（ #’
（ %’ , #’ ））0 1（ %’ , #’ ）一致收敛于 6（(（"）（ ））

0 1（%）。

6（(（"）（ ））恒不等于 1（%），否则 (（"）（ ）*常

数，(（ ）就是次数为 " 次的多项式，这与 (（ ）零点

重数至少为 " , ! 矛盾。故由 3456789 定理可知，存

在 ’( %，使

8（ #’（ %’ , #’ ’））& 1（ %’ , #’ ’）

因为 8（ #）& 1（ %）$# & %，所以

#’（ %’ , #’ ’）& %，

(（ % ）& :7;<
’(2

’（ ’ ）& :7;
’(2

#’（ %’ , #’ ’）

#’
" & %，故结论

)）得证。下证结论 *）。

同理假设存在 %，使 6（(（"）（ %））& *（%），则 (
（ %）"2 。因为 6（(（"）（ ））恒不等于 *（%），则存

在 ’
!( %，使得

8（ #’（ %’ , #’ ’
!））& *（ %’ , #’ ’

!）

因为 8（ #）& *（ %）$#（ %）& 4（ %）
所以 #’（ %’ , #’ ’

!）& 4（ %’ , #’ ’
!）
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!（ !）" #$%
"(&

#"（ $" ’ !" "
!）

!"
% " #$%

"(&

&（ $" ’ !" "
!）

!"
% " &

与 !（ !）"&矛盾，故 ’（!（%）（ ））"(（!），即结论

(）得证。

(（ $）"!，显然 ! 不是 ’（)）) (（!）的根。

由于 (（!）"!，’（!（%）（ ））"(（!），所以存在

非零数 ** 使 !（%）（ ）"**，又因为 !（ ）零点重数至

少为 % ’ *，故由引理 + 可知，! 是有理函数。

如果多项式 ’（)）) (（!）仅有一个根，则 ’（)）

) (（!）"（ ) ) "* ）+ ，"*"!。因为’（ !（%）（ ））"
(（!），所以 !（%）（ ）""*。由引理 ( 可得

!（ ）"
（# ’ $）（% ’ *）

" ’ %
，

!（%）（ ）" "* ’
,

（" ’ %）% ’ *（, 是非零常数），

’（!（%）（ ））) *（!）"（!%（ ）) "*）+ ) *（!）) (（!）"
,

（"$ ’ %）%( )’ *

+

) *（!）) (（!）。

因为 *（!）"(（!），!（ ）零点重数至少为 % ’ *，

所以｛ #-：’（!（%）（ ））" *（!）｝有（% ’ *）+ 个不同

的元素。｛ #-：!（ ）" !｝至多有 * 个不同的元素.
这与 ’（!（%）（ ））" *（!）$!（ ）" ! 矛盾。

如果多项式 ’（)）) (（!）至少有两个不同的

根，则存在 (*，(+，(*"(+，(*(+"! 使 !（%）（ ）"(/，/ "
*，+。! 是有理函数，则 !（%）也是有理函数，这与有理

函数的 ,$-./0 例外值至多有一个相矛盾，从而 0 在

1 上正规。 证毕
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