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$ #（(D，("，⋯，()）；& 是 * + ) 实矩阵，% #（"D，""，

⋯，")）
L # !)；’ #（’D，’"，⋯，’*）L。

定义 D! 设 ! ! ｛",D，","，⋯，",*｝ （D）

是（JK）的一组基，对应的基阵是 -，对应的基解为

%# #（"#D，"#"，⋯，"#)），如果（JK）的检验数全部非正，

即 $--
. & . $$ # 则称（D）式是问题（JK）的正则

基，称 %# 是（JK）的正则解。

定义 "! 如果线性规划问题（JK）的任意一个

正则基所对应的非基变量的检验数都严格小于零，

则称它的对偶问题是非退化。

D! 问题的提出

假设问题（JK）是非退化的，若给出了正则基，

就可以写出对应的典式，可得到第一个正则解，如果

所有基变量的值都非负，那么这个正则解就是问题

的最优解。对此，有很多学者作了大量研究，获得了

许多成果［D.%］。但是，通常得到的第一个正则解的基

变量的值都有几个分量是负数，这也就决定了下一

步迭代，出基变量有不同的选择，当然入基变量也就

不同了，这样迭代到最优解（或判断无界解）的过程

和所需步骤是不一样多的。现在的问题是，在这些负

数中，应该选哪个负数对应的基变量为出基变量，从

而使得问题解决需要的计算量最小。

"! 推导和结果

设｛",D，","，⋯，",*｝是（JK）的一组基，/ %｛D，

"，⋯，)｝表示基变量下标组成的集合，用 0%｛D，"，

⋯，)｝M/ 表示非基变量下标组成的集合，记 - #

［1,D，1,"，⋯，1,*］，2 #［13D，13"，⋯，13).*］，%- #［",D，

","，⋯，",*］，%2 #［"3D，"3"，⋯，"3).*］，-. ’ #［!,D，

!,"，⋯，!,*］L；",3 #（-. 43）,，, # /，3 # 0，# 3 #
$--

. & . $，3# 0，则可写出对应的典式
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其中 5# # $--
. ’。如果上式中的 !, 全部"#，则已得

最优解，如果存在 !, 7 #，则可以通过对偶单纯形算

法，得到最优解或有无界解；当有多个 !, 7 #，,# /，

则按下面推导的准则来确定旋转迭代的主元。记 8
为取负值的基变量组成的集合，现任取 8 中的一个

元素，记为 "9，则为出基变量。由对偶单纯形的进基

规则，从非基变量中选 ": 为进基变量，照这样找到

所有的序对（9，:），写出其对应的典式如下。
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由于要求正则性，可得到进基规则如下。
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这时，对应的正则解中基变量的取值是
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显然 ": " #，本文的目的是使 8 的基数最小，即
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要求选适当的（!，"），使得 #$ %（!$ & "$"
!!

"!"
）"! 尽

可能多的成立，即!$" "$"
!!

"!"
成立，其实质就是要求

’ 中的元素的取值尽可能多变成非负数。选择这样

的（!，"）使得 ’ 的基数最小。

（!，"）% "#$｛"$"
!$!

"$!(!
，$#)，#$! * !，(! 满足（%）式｝ （&）

由（&）式即可得到 !$ " "$"
!!

"!"
，$# ) 成立的个

数最多，也即 #$ %（!$ & "$"
!!

"!"
）" ! 成立的个数也

就最多，由于基变量一定，于是 ’ 的基数最小。

由于每次迭代都使在基变量中的负数出现最

少，从而每次迭代最大限度保持了基解的可行性，且

保留了原来对偶单纯形算法的优点，减少了计算量。

对偶单纯行的迭代步骤如下。

’）从一个正则基｛#$’，#$(，⋯，#$+｝及对应的正

则解 ,! 开始，作出对应的典式；(）如果所有的 !$ "
!，$# )，则,! 是最优解，计算结束，否则转)）；)）任

取 ’ 中的基变量 #$!，转 %）；%）若对所有的 (# -，有

"$!( " !，则原问题不存在可行解，计算结束，否则转

&）；&）计算 (! % "#$ (# - .
# (

"$!(
* "$!( *{ }! ，并记这

样的（ $!，(!）#/。若 ’ 中还有未取的元素，则将之取

出，记为新的 #$!，转 %）。否则，转 +）；+）计算（!，"）

% "#$｛"$"

!$!

"$!(!

，$# )，（ $!，(!）# /｝，转 ,）；,）取 #!

为出基变量，#" 为进基变量，进行单纯形迭代，得到

新的正则基及对应的正则解，记新的正则解为 ,!，

作出对应的典式，转 (）。

)* 举例说明
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解 * 引入松弛变量 #)，#%，#&，再变形，得
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取松弛变量 #)，#%，#& 为基变量，容易验证此基

是正则基，单纯形表如表 ’。

* * 表 ’* 取松弛变量 #)，#%，#& 为基变量的单纯形表

#’ #( #) #% #&
#) & ) & ’ ’ ! ! & )

#% & % & ) ! ’ ! & +

#& & ’ & ( ! ! ’ & (

& ( & ’ ! ! ! !

在表 ’ 中，!)，!%，!& 都小于零，由（%）式计算得

")’，"%(，"&(，再由（&）式计算出
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选 #% 为出基变量，#( 为进基变量，迭代后得表 (。

表 (* 取 #(，#)，#& 为基变量的单纯形表

#’ #( #) #% #&
#) & & 2 ) ! ’ & ’ 2 ) ! & ’

#( % 2 ) & ’ ! & ’ 2 ) ! (

#& & 2 ) ! ! & ( 2 ) ’ (

& ( 2 ) ! ! & ’ 2 ) ! (

用同样的方法得表 )。

表 )* 取 #’，#(，#& 为基变量的单纯形表

#’ #( #) #% #&
#’ ’ ! & & 2 ) ’ 2 & ! ) 2 &

#( ! ’ % 2 & & ) 2 & ! + 2 &

#& ! ! ’ & ’ ’ ’

! ! & ( 2 & & ’ 2 & ! ’( 2 &

如果按以前单纯形方法来选其它的两个 ")’，"&(

来计算，会发现基变量取负值不能减少到最少，迭代

到最优解的步数也要多些，用上述办法迭代到最优

解要的步数最少。
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