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线段上连续自映射混沌现象的充分条件
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摘! 要："##" 年赵勇提出了线段连续自映射混沌现象的几个充分条件，本文在此基础上，用分析的方法根据 !!极限
轨迹的特点将其分为各种情况，得到了线段连续自映射混沌现象的两个充分条件。即设 "为线段 #上的一个连续自
映射，$"!（ "）B %（ "），若存在 &’"!（当 ’# C D时 &’# C D），使得 " &’ C *（$）E " &’（$）E " &’ C "（$）E " &’ C F（$），则 "在

#是混沌的和设 "为线段 #上的一个连续自映射，$"!（ "）B %（ "），若存在 &’"!（当 ’# C D时 &’# C D），使得 "&’ C *

（$）G "&’（$）G "&’ C "（$）G "&’ C F（$）则 "在 #是混沌的，进一步揭示混沌现象的本质。
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! ! 混沌现象的研究已经是动力系统领域中的一个
不可忽视的分支。尽管如此，对线段上自映射迭代

的研究，还有很多不完善的地方，有许多地方亟待发

展和有所突破。线段上的连续自映射成为混沌映射

的充要条件一直未能获得很好的解决。对此问题，

人们已从多个角度得到了若干充分或必要条件［FMJ］。

文献［F］用分析的方法根据 !!极限点轨迹的特点将
其分为各种情况，并从其轨迹的特点的角度研究了

线段 #上的连续自映射成为混沌的充分条件，得到
了其中的几个充分条件［F］。并为进一步揭示混沌现

象的本质提供了一种可以从 !!极限点轨迹特点的
角度进行研究的全新途径。本文在此基础上给出了

混沌的另两个充分条件。下文中混沌均是指 XMY混

沌。

F 概念与引理

定义 F! 周期点集［F］为
%（ "）Z $ [ $"#且$."!，有 " .（$）Z{ }$ 。
定义 "! !!极限点集［F］为

!（"）Z 1 [$$"#，1{ 为 " .（${ }）的某一子列的极限｝。
! ! 定义 *! 若闭线段 2%#对 "不变，即 "（2）%2，
则称限制映射 " [ 3 \ 2#2为 "的子系统。
引理 F［]］! 设 "为线段 #上的一个连续自映射，

则以下条件等价

F）"的周期点集都是 " 的方幂；
"）对任意的
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!"!（ "）! #（ "），!（!，"）&#（ "）"’。
引理 #［$］% 设 "为线段 $上的一个连续自映射，

"具有非 # 方幂的周期点，则 "在 $上是混沌的。
引理 &［’］% 设 "为线段 $上的一个连续自映射，

!"!（ "）! #（ "），若存在 %’，%#，%& 使得

" %’（!）( &’ ( " %#（!）( &# ( " %&（!）
&’，&#"$且为 "的不动点，则 "必有非 # 的方幂的周
期点。

引理 )［)］% 设 ’%$ 为闭线段。则 "（’）%’ 或
者 "（’）(’)"在 ’上有不动点。

# 定理及证明
% % 定理 ’% 设 "为线段 $上的一个连续自映射，!"
!（ "）! #（ "），若存在 ()"!（当 )#*时 ()# + *），
使得

" () + &（!）( " ()（!）( " () + #（!）( " () + ’（!）
则 "在 $上是混沌的。
证明% 由于

"（ " ()（!））" " () + ’（!）, " ()（!）
"（ " () + ’（!））" " () + #（!）( " () + ’（!）

所以$&"（ " ()（!），" () + ’（!）），使得 "（&）" &。
下面分几种情况讨论。

’）若 &"（ " () + #（!），" () + ’（!））时，由于
"（ " ()（!））" " () + ’（!）, " ()（!）

"（ " () + #（!））" " () + &（!）( " () + #（!）
所以$&’"（ " (’（!），" () + #（!）），使得 "（&’）" &’。

则根据引理 # 和引理 & 知，"在 $是混沌的。
#）若 &"（ " ()（!），" () + #（!））时
-）若 " 在（ " () + #（!），" () + ’（!））有不动点，设为

&，&*，则有
" ()（!）( & ( " () + #（!）( &* ( " () + ’（!）

取 () " %’，() + # " %#，() + ’ " %&，符合引理 & 条件，
则 "有非 # 方幂的周期点，根据引理 # 得，"在 $是混
沌的。

--）若 "在（ " () + &（!），" ()（ !））有不动点，同上，
则根据引理 # 和引理 & 知，"在 $是混沌的。

---）现在设 " 在（ " () + &（!），" ()（!））和在（ " () + #

（!），" () + ’（ !））内没有不动点。因为总可以找到
｛" ()（!）｝的子列满足情况 ---），不妨就设｛" ()（ !）｝
满足。由于 !"!（ "），所以｛" ()（ !）｝存在一列无穷
单调子列。

首先，令｛" %（ !）｝为｛" ()（ !）｝的一无穷单调递
增子列（%"!，% ,() + &）（ ) " ’，#，&，⋯⋯）。

第一，若｛" %（!）｝中至少有落于（" ()（!），" () +#（!））
的项，不妨设为 " %*（!）"｛" %（!）｝为｛" %（!）｝中第 ’
个落于（ " ()（!），" () + #（!））的项。

! 若 " %* , &时，且
"（ " () + #（!））" " () + &（!）( " () + #（!），

"（ " %*（!））" " %* + ’（!）, " %*（!）
则$&#"（ " %*（!），" () + #（!））使得 "（&#）" &#。根据

引理 # 和引理 & 知，"在 $是混沌的；
" 若 " %*（!）( &且 " %*（!）, " ()（!）时，由于
" %* ! () ! #（ "() + &（!））" " %* + ’（!）, " () + &（!）
" %* ! () ! #（ " ()（!））" " %* ! #（!）( " ()（!）

则$""（ " () + &（!），" ()（!））有 " %* ! () ! #（"）" "，又由
于% " %* ! () ! &（ " ()（!））" " %* ! &（!）( " ()（!），

" %* ! () ! &（ " %*（!））" " %* + %* ! () ! &（!）*" %*（!）
则$#"（ " ()（!），" %*（!）），有 " %* ! () ! &（#）" #。
由 %* !() ! &，%* ! () ! # 中必有一项非 ’ 的奇

数且 " 在（ " () + &（!），" ()（!））和在（ " ()（ !），" %*（ !））
内没有不动点（若有不动点，则根据引理 # 和引理 &
知，"在 $是混沌的），故 #，"之中必有一个为不动点
的奇周期点，故 "在 $上必有非 # 方幂的周期点。则
根据引理 # 和引理 & 知，"在 $是混沌的。
第二，若｛" %（ !）｝中没有项落在（ " ()（ !），

" () + #（!））。
! 设 " %*（!）为第一个落在 " () + #（!）右边的项。

由于

" %* ! () ! #（ " () + #（!））" " %*（!）, " () + #（!）
" %* ! () ! #（ "() + ’（!））" " %* ! ’（!）( " () + ’（!）

则$""（ " () + #（!），" () + ’（!））有 " %* ! () ! #（"）" "。
又由于

"%* ! () ! &（ "() + &（!））" "%*（!）, "() + &（!）
"%* ! () ! &（ "()（!））" "%* ! &（!）( "()（!）

则$#"（ " () + &（!），" ()（!）），有 " %* ! () ! &（#）" #，由
%* !() ! &，%* ! () ! # 中必有一项非 ’ 的奇数且在
（ " () + &（!），" ()（!））和在（ " () + #（ !），" () + ’（ !））内没
有不动点，故 #，" 之中必有一个为不动点的奇周期
点。

故 "在 $上必有非 # 方幂的周期点。则根据引
理 # 和引理 & 知，"在 $是混沌的；

" 若｛" %（!）｝没有落在 " () + #（!）右边的项，
则有

.）" () + # + %（!）( " () + #（!），（%"!）；
/）&"（ " ()（ !），" () + #（ !））且（ " () + #（ !），

" () + ’（!））和（ " () + &（!），" ()（!））内无不动点；
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!）! "# "#（$）$ ! "# $（$）$ ! "# "%（$）$ ! "# "&（$）。
则得到｛! "# " &（$）｝为一递减点列，从而
｛! "#（$）｝，｛! "# " &（$）｝，｛! "# " %（$）｝，｛! "# " #（$）｝
均有且仅有一个极限点。设 %，!（%），! %（%），! #（%），
满足! #（%）$ % $ & $ ! %（%）$ !（%），其中必有!（%）’
! %（%），所以 !（$，!）&’（ !）+’，根据引理 & 和引理
% 知，!在 (上是混沌的；

! 若｛! )（$）｝没有落在 ! "#（$）左边的项，则有
(）! "# " # " )（$）) ! "# " #（$），（)"!）；
*）&"（ ! "#（ $），! "# " %（ $））且（ ! "# " %（ $），! "# " &

（$））和（ ! "# " #（$），! "#（$））内无不动点；
!）! "# " #（$）$ ! "#（$）$ ! "# " %（$）$ ! "# " &（$）。

则得到｛! "# " #（$）｝为一递增点列，从而
｛! "#（$）｝，｛! "# " &（$）｝，｛! "# " %（$）｝，｛! "# " #（$）｝
均有且仅有一个极限点。设 %，!（%），! %（%），! #（%），
满足! #（ %）$ % $ & $ ! %（ %）$ !（ %），其中必有% ’
! #（%），所以 !（$，!）&’（ !）+’，且是三周期点，所
以 !在 (上是混沌的。
其次，令｛! )（ $）｝为｛! "#（ $）｝的一无穷单调递

减子列。（)"!，) )"& " #）（ # ’ &，%，#，⋯）。
第一，若｛! )（$）｝中至少有落于 ! "#（ $）左边的

项，不妨设为 ! )* " &（$）"｛! )（$）｝为｛! )（$）｝中第一
个落于 ! "#（$）左边的项。

" 若 ! )* ) &时，且
!（ ! "#（$））’ ! "# " &（$）) ! "#（$），
!（ ! )* " &（$））’ ! )* " %（$）$ ! )* " &（$）

则$&#"（ ! )* " &（$），! "#（$）），使得 !（&#）’ &#。

则根据引理 % 和引理 # 知，!在 (是混沌的；
# 若 ! )*（$）$ &时，由于

!（ ! "#（$））’ ! "# " &（$）) ! "#（$）
!（ ! )*（$））’ ! )* " &（$）$ ! )*（$）

则$&+"（ ! "#（$），! )*（$）），使得 !（&+）’ &+。根据

引理 % 和引理 # 知，!在 (是混沌的。
第二，若｛! )（$）｝中没有项落在 ! "#（ $）左边的

项

" ! "# " # " )（$）) ! "# " #（$），（)"!）；
# &"（ ! "#（$），! "# " %（$））且（ ! "# " %（$），

! "# " &（$））和（ ! "# " #（$），! "#（$））内无不动点；
! ! "# " #（$）$ ! "#（$）$ ! "# " %（$）$ ! "# " &（$）。

则得到｛! "# " #（$）｝为一递增点列，从而
｛! "#（$）｝，｛! "# " &（$）｝，｛! "# " %（$）｝，｛! "# " #（$）｝
均有且仅有一个极限点。设 %，!（%），! %（%），! #（%），
满足! #（ %）$ % $ & $ ! %（ %）$ !（ %），其中必有% ’
! #（%）。所以 !（$，!）&’（ !）+’，且是三周期点，所
以 !在 (上是混沌的。
综上，!在 (是混沌的。 证毕

定理 %, 设 ! 为线段 ( 上的一个连续自映射，$
"!（ !）- ’（ !），若存在 "#"!（当 ## " .时 "## "
.），使得

! "# " #（$）) ! "#（$）) ! "# " %（$）) ! "# " &（$）
则 !在 (上是混沌的。
由于是定理 & 的对称情况，故同理得证。
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