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摘! 要：设 ! 为希尔伯特空间，〈·，·〉，"·"分别表示希尔伯特空间 ! 中的内积和范数。" 为 ! 中的闭凸子集，

# D " E "#! 为 " E " 上的任一映象。本文将重点讨论下面一类非线性变分体系（?8BF）问题：求 $!，%!$" 使得

〈!#（%!，$!）G $! H %!，% H $!〉%#，&%$"，! I #，〈"#（$!，%!）G %! H $!，& H %!〉%#，&&$"，" I #。文章中首先

给出了希尔伯特空间 ! 中一类带误差的二步投影方法，然后借助于投影方法的收敛性证明了由该算法生成的迭代

序列强收敛于此类广义松弛余强制变分不等式体系（?8BF）问题的精确解。文中结果主要推广了 B<.90 和 ?) ?)
340/5 等的主要结论。
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% 预备知识

众所周知投影方法在相补问题、凸二次规划问

题及变分不等式问题中都有着十分广泛的应用。最

近，许多学者借助于投影方法的收敛性，研究了希尔

伯特空间中的广义松弛上强制变分不等式体系的近

似解的一些问题［% H L］。借助于投影方法的收敛性，

本文在文献［%，*，C］等的基础上进一步讨论了希尔

伯特空间 ! 中带误差的二步投影方法及一类广义松

弛上强制变分不等式体系的近似解的一些结论，文

中结果主要推广了 ?) ?) 340/5［O］，B<.90［%，*，C］ 等的

主要结论。

为了方便后面的叙述和证明，首先给出下面的

定义、标识及引理。

设 ! 为希尔伯特空间，〈·，·〉，"·"分别表示

希尔伯特空间 ! 中的内积和范数，" 为 ! 中的闭凸

子集，# D " ’ "# ! 为 " ’ " 上的任一映象，本文将

重点讨论下面一类非线性变分体系（?8BF）问题：求

$!，%! $ " 使得

〈!#（%!，$!）( $! ) %!，% ) $!〉%#，&%$"，! * #（%）

〈"#（$!，%!）( %! ) $!，& ) %!〉%#，&&$"，" * #（"）

由文献［N］，显然（?8BF）问题（%）、（"）式等价

于下面的投影式

$! + ,"［%! ) !#（%!，$!）］，! * #

%! + ,"［$! ) "#（$!，%!）］，" * #
其中 ," 是 ! 到 " 上的投影。下面讨论（?8BF）问题

（%）、（"）式的一些特殊形式。

%）如果 " + #，（?8BF）问题（%）、（"）式退化成

下面的非线性变分不等式（8BF）问题：求 $! $ "，

使得

〈#（$!，$!），$ ) $!〉% #，&$$ " （M）

"）如果 " 是 ! 中的闭凸锥，则（?8BF）问题

（%）、（"）式等价于下面的非线性相补（?83）问题：

求 $!，%!$"，使得#（%!，$!），#（$!，%!）$"!，且

〈!#（%!，$!）( $! ) %!，$!〉+ #，! * #
〈"#（$!，%!）( %! ) $!，%!〉+ #，" * #

其中极锥 "! 被定义为

"! + ｛-$ . D〈 -，$〉% #，&$$ "｝。

M）如果 # D "# ! 为单变量映象，则（?8BF）问

题（%）、（"）式 退 化 成 下 面 的 非 线 性 变 分 体 系

（?8BF）问题：求 $!，%! $ "，使得

〈!#（%!）( $! ) %!，% ) $!〉%#，&%$ "，! * #（*）

〈"#（$!）( %! ) $!，$ ) %!〉%#，&$$ "，" * #（O）

显然，（?8BF）问题（*）、（O）式等价于下面的投影式

$! + ,"［%! ) !#（%!）］，! * #

%! + ,"［$! ) "#（$!）］，" * #
其中 ," 为 ! 到 " 上的投影。
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定义!［!］" 称 ! # "# " 是 #$ 强单调的，如果对

任意的 %，&$ " 有

〈!（%）’ !（&），% ’ &〉% #"% ’ &"$

其中 # ( % 为常数。

定义 $［&］" !）称 ! 为 !$ 余强制的，如果对任意

的 %，&$ " 有

〈!（%）’ !（&），% ’ &〉% !"!% ’ !&"$

其中 ! ( % 为常数，显然 !$ 余 强 制 的 ! 一 定 是

（! ) !）$ 李普希兹连续的。

$）称 ! 为松弛 "$ 余强制的，如果存在常数 " (
% 使得

〈!（%）’ !（&），% ’ &〉%
（ ’ "）"!% ’ !&"$，&%，&$ "

’）称 ! 为松弛（"，#）$ 余强制的，如果存在常数

"，# ( % 使得

〈!（%）’ !（&），% ’ &〉%
（ ’ "）"!% ’ !&"$ * #"% ’ &"$，&%，&$ "

当 " + % 时，! 是 #$ 强单调的，故此类映象比强单调

类映象更为广泛，显然有 #$ 强单调’使得（"，#）$ 上

强制。

定义’［(］" 称双变量映象 ! # , - ,#" 为松弛

（"，#）$ 余强制的，如果存在常数 "，# ( % 使得&%，&
$ , 有

〈!（%，.）’ !（&，/），% ’ &〉%
（ ’ "）"!（%，.）’ !（&，/）"$ * #"% ’ &"$，

&.，/$ ,
$）称 ! # , - ,# " 是关于第一变量 !$ 李普希

兹连续的，如果存在常数 ! ( %，使得&%，&$ , 有

"!（%，.）’ !（&，/）"( !"% ’ &"，&.，/$ ,。

引理 !［)］" 设｛01｝，｛21｝和｛31｝为 ’ 个非负实

数列，满足 01*!(（! ’ #1）01 * 21 * 31，&1% 1%，其

中 1% 为 非 负 整 数，#1 $（%，!），)*

1 + %
#1 + * ，

21 + *（#1），且)*

1 +%
31 4 *，则 01 #*（1#*）。

$ 算法

在这一部分，将引入一类带误差的二步投影方

法及其特殊情形下的几类算法，以便更好地讨论

（+,-.）问题（!）、（$）、（’）式及问题（&）、（(）式。

算法 !" 对任意 %%，&% $ , 作序列｛%1｝和｛&1｝

使得

%1*! +（! ’ $1 ’ 51）%1 * $16,［&1 ’ %!（&1，%1）］* 51.1

&1 +（! ’ &1 ’ 71）%1 *
&16,［%1 ’ ’!（%1，&1）］* 71/1

其中 6, 为 " 到 , 上的投影，%，’ ( % 为常数。｛$1｝，

｛&1｝，｛51｝，｛71｝是［%，!］中的序列，%( $1 * 51 (
!，% ( &1 * 71 ( !（&1% %），且｛.1｝，｛/1｝为 , 中

的有界序列。

算法 ! 中当 51 + 71 + % 时，可以得到算法 $。

算法 $" 对任意 %%，&% $ , 作序列｛%1｝和｛&1｝

使得

%1*! +（! ’ $1）%1 * $16,［&1 ’ %!（&1，%1）］

&1 +（! ’ &1）%1 * &16,［%1 ’ ’!（%1，&1）］

其中 6, 为 " 到 , 上的投影，%，’ ( % 为常数，且

｛$1｝，｛&1｝+［%，!］。

算法 ! 中当 &1 + !，51 + 71 + % 时，可以得到算

法 ’。

算法 ’［&］" 对任意 %%，&% $ , 作序列｛%1｝和

｛&1｝使得

%1*! +（! ’ $1）%1 * $16,［&1 ’ %!（&1，%1）］

&1 + 6,［%1 ’ ’!（%1，&1）］

其中6, 为"到, 上的投影，%，’ ( % 为常数，且｛$1｝

+［%，!］（&1% %）。

算法 ! 中当 ! # ,# " 为一单变量映象时，可得

到算法 &。

算法 &" 对任意 %%，&% $ , 作序列｛%1｝和｛&1｝

使得

%1*! +（! ’ $1 ’ 51）%1 * $16,［&1 ’ %!（&1）］* 51.1

&1 +（! ’ &1 ’ 71）%1 * &16,［%1 ’ ’!（%1）］* 71/1
其中 6, 为 " 到 , 上的投影，%，’ ( % 为常数，且

｛$1｝，｛&1｝，｛51｝，｛71｝+［%，!］，% ( $1 * 51 ( !，

% ( &1 * 71 ( !（&1% %），且｛.1｝，｛/1｝为 , 中的

有界序列。

算法 ! 中当 ’ + %，&1 + ! 及 51 + 71 + % 时，得

算法 (。

算法 (" 对任意 %% $ , 作序列｛%1｝使得

%1*! +（! ’ $1）%1 * $16,［%1 ’ %!（%1，%1）］

其中6, 为"到,上的投影，% ( % 为常数，且｛$1｝+
［%，!］（&1% %）。

’ 主要结果

利用算法! 的收敛性，下面将在! # , - ,#"为

松弛（"，#）$ 余强制的且关于第一变量为 !$ 李普希

兹连续的假设下讨论（+,-.）问题（!）、（$）式的解。

定理!" 设"为希尔伯特空间，,为"中的闭凸

子集，映象 ! # , - ,# " 为松弛（"，#）$ 余强制的且

关于第一变量为 !$ 李普希兹连续。假定（%!，&!）$
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! " ! 是（!"#$）问题（%）、（&）式的解，｛#$｝，｛%$｝
是按照算法% 所定义的序列，其中｛&$｝，｛’$｝为 ! 中

的有界序列，｛!$｝，｛"$｝，｛($｝，｛)$｝+［’，%］满足

条件 %）"$ # %，)$ # ’（$# ( ）；&）)(

$ * ’
!$ * ( ，

)(

$ * ’
($ + ( ；)）’ + #，$ + &（ , - %&&）

&& ，则序列

｛#$｝和｛%$｝分别强收敛于 #! 和 %!。

证明 * 因为 #! 和 %! 是（!"#$）问题（%）、（&）

式的解，则有

#! * .!［%! - #/（%!，#!）］，# 0 ’
%! * .!［#! - $/（#!，%!）］，$ 0 ’

根据算法 % 可得到

"#$1% - #!" * "（% - !$ - ($）#$ 1
!$.!［%$ - #/（%$，#$）］-（% - !$ - ($）#! -
!$.!［%! - #/（%!，#!）］- ($#! 1 ($&$"(

（% - !$ - ($）"#$ - #!" 1 !$"%$ - %! -
#［/（%$，#$）- /（%!，#!）］" 1 ($"&$ - #!" （+）

由 /为松弛（%，,）2余强制的且关于第一变量为&2李

普希兹连续，有

"%$ - %! - #［/（%$，#$）- /（%!，#!）］"& *
"%$ - %!"& - &#〈/（%$，#$）- /（%!，#!），%$ - %!〉1
#&"/（%$，#$）- /（%!，#!）"& ("%$ - %!"& 1

&#%"/（%$，#$）- /（%!，#!）"& 1
#&&&"%$ - %!"& - &#,"%$ - %!"& (

（% - &#, 1 #&&& 1 &#%&&）"%$ - %!"& （,）

由于｛&$｝，｛’$｝是 ! 中的有界序列，令

3 * -./｛012$%’"&$ - #!"，

012$%’"’$ - %!"，"#! - %!"｝ （3）

将（,）、（3）式代入（+）式并化简则

"#$1% - #!" (（% - !$ - ($）"#$ - #!" 1
!$’"%$ - %!" 1 3($ （4）

其中 ’ * % - &#, 1 #&&& 1 &#%&! & + %（由假设 )）

可得）。

根据算法 %，下面估计"%$ - %!"。

"%$ - %!" * "（% - "$ - )$）#$ 1
"$.!［#$ - $/（#$，%$）］-（% - "$ - )$）%! -
"$.!［#! - $/（#!，%!）］- )$%! 1 )$’$"(

（% - "$）"#$ - %!" 1 "$"#$ - #! -
$［/（#$，%$）- /（#!，%!）］" 1 )$"’$ - %!" (

（% - "$）"#$ - #!" 1（% - "$）"#! - %!" 1
"$"#$ - #! - $［/（#$，%$）- /（#!，%!）］" 1

)$"’$ - %!" （%’）

由 /为松弛（%，,）2余强制的且关于第一变量为&2李

普希兹连续，于是可得

"#$ - #! - $［/（#$，%$）- /（#!，%!）］"& *

"#$ - #!"& - &$〈/（#$，%$）- /（#!，%!），#$ - #!〉1

$&"/（#$，%$）- /（#!，%!）"& ("%$ - %!"& 1
&$%"/（#$，%$）- /（#!，%!）"& 1

$&&&"#$ - #!"& - &$,"#$ - #!"& (
（% - &$, 1 $&&& 1 &$%&&）"#$ - #!"& *

(&"#$ - #!"& （%%）

其中 ( * % - &$, 1 $&&& 1 &$%&! & + %（由假设)）

可得）。

将（%%）式代入（%’）式，有

"%$ - %!" (（% - "$）"#$ - #!" 1
3（% - "$）1 "$"#$ - #! -

$［/（#$，%$）- /（#!，%!）］" 1 3)$ (
（% - "$）"#$ - #!" 1 3（% - "$）1

"$("#$ - #!" 1 3)$ ("#$ - #!" 1
3［)$ 1（% - "$）］ （%&）

将（%&）式代入（4）式，得到

"#$1% - #!" *（% - !$ - ($）"#$ - #!" 1

!$’"%$ - %!" 1 3($ (（% - !$ - ($）"#$ - #!" 1

!$’｛"#$ - #!" 1 3［)$ 1（% - "$）］｝1
3($ (［（% - !$）1 !$’］"#$ - #!" 1

!$3［（% - "$）1 )$］1 3($

取 4$ * "#$ - #!"，)$ * !$（% - ’），5$ * !$3［（% -
"$）1 )$］及 6$ * 3($，由假设%）、&），可得 )$$（’，

%），)(

$ * ’
)$ * ( ，5$ * *（)$）及)(

$ * ’
6$ + (（$

# ( ），于是由引理 % 有

"#$ - #!" # ’（$# ( ），56 7，#$ # #!（$# ( ）

由（%&）式，便有 %$ # %!（$# ( ）。 证毕

注 %* 算法 % 比文献［829］中算法更好，其精确

度更高，显然定理 % 推广或改进了文献［9］和文献

［%，8］中的主要结果。

由定理 %，下面的推论 %、推论 &、推论 ) 可以立

刻得到。

推论%* 设7为希尔伯特空间，!为7中的闭凸

子集，映象 / : ! " !# 7 为松弛（%，,）2 余强制的且

关于第一变量为 &2 李普希兹连续。假定（#!，%!）$
! " ! 是（!"#$）问题（%）、（&）式的解，｛#$｝，｛%$｝
是按照算法& 所定义的序列，其中｛!$｝，｛"$｝+［’，

%］满足条件 %）)(

$ * ’
!$ * ( ；&）)(

$ * ’
（% - "$）+
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!；"）# ! !，" ! $（ " # #$$）

$$ ，则序列｛$%｝和｛&%｝分

别强收敛于 $! 和 &!。

推论$［%］& 设’为希尔伯特空间，(为’中的闭

凸子集，映象 ) ’ ( * (# ’ 为松弛（#，"）+ 余强制的

且关于第一变量为 $+ 李普希兹连续。假定（$!，&!）$
( * ( 是（()*+）问题（,）、（$）式的解，｛$%｝，｛&%｝
是按照算法 " 所定义的序列，其中｛%%｝+［#，,］满

足条件 ,）)!

% , #
%% , !；$）# ! !，" ! $（ " # #$$）

$$ ，

则序列｛$%｝和｛&%｝分别强收敛于 $! 和 &!。

推论"［%］& 设’为希尔伯特空间，(为’中的闭

凸子集，映象 ) ’ ( * (# ’ 为松弛（#，"）+ 余强制的

且关于第一变量为 $+李普希兹连续。假定 $! $(是

（()*+）问题（"）式的解，｛$%｝是按照算法 - 所定义

的序列，其中｛%%｝+［#，,］满足条件 ,）)!

% , #
%% ,

!；$）# ! !，" ! $（ " # #$$）

$$ ，则序列｛$%｝强收敛于

$!。

当 ) ’ ( * (# ’ 退化成单变量映象时，可以得

到下面的定理。

定理$& 设’为希尔伯特空间，(为’中的闭凸

子集，映象 ) ’ (#’ 为松弛（#，"）+余强制的且是 $+
李普希兹连续的。假定（$!，&!）$ ( * ( 是（()*+）
问题（%）、（-）式的解，｛$%｝，｛&%｝是按照算法% 所定

义的 序 列，其 中｛-%｝，｛.%｝为 ( 中 的 有 界 序 列，

｛%%｝，｛&%｝，｛/%｝，｛0%｝+［#，,］满足条件 ,）&% #

,，0%##（%#!）；$）)!

% , #
%% , !，)!

% , #
/% ! !；

"）# ! !，" ! $（ " # #$$）

$$ ，则序列｛$%｝和｛&%｝分别

强收敛于 $! 和 &!。

注 $& 定理 $ 中所用算法 % 比文献［.］中定理

"/ , 所用算法 $/ , 更一般，且其精确程度更高，显然

定理 $ 推广或改进了文献［.］的主要结果。
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