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复杂摩擦金融市场中的弱无套利分析
!

谭 英 双
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摘! 要：在金融工程的研究中，无套利分析被证明是非常重要的工具。套利通常定义为在无风险下的获利机会，在
常态下，经济学家认为套利是不存在的（至少不是对任何一段时间来说），相应地，在经济和金融数学的研究中，无套

利假说就成为一个基本的原则。在各种文献中，无套利越来越受到更多的关注，例如 C.A010/（%DDD），+,-7/7 和 E0110.
（%DDF），G.7=90/（%DHI）、J7 和 K0/5（"##%），L</5、J7 和 K0/5（"###）等。在金融中一个重要的基础性的结果是无套
利条件的等价性和在无交易费用市场价格系统的存在性（M,== ，%D$H），N0.90/0/A 、&41=,/（%DH%）把该结果推广到
成比例的交易费用市场情况，L<.9,A> 和 G.7=90/（%DDO）进一步推广该结果到包括投资者市场影响和卖空费用的交
易费情况。本文分析了金融市场中包括两种不同的固定交易费、不成比例的交易费和买卖价差及税收等条件下的

弱无套利的情形，运用优化理论和凸分析方法，得到弱无套利的一些重要性质。
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% 基本概念和引理
R,A75170/7和 R711<. 于 %DFH 年在深入探讨企业

资本结构和企业价值之间关系时，提出了著名的

RR 理论。这一理论蕴涵着一个极为深刻的思
想———无套利均衡思想。金融理论研究中后来取得

的一系列突破性成果都是无套利分析方法的杰出应

用，相关的文献见 C117/5409［%］、L-227<［"］、M,==［O］等 ，
但它们大多数假设市场是无摩擦的。然而，在实际

的金融市场中，总是存在着多种形式的摩擦，例如买

进卖出差价、交易费、税收、只能买卖整数量（股）的

股票、买卖有数量限制等。一般来说，任何形式的摩

擦均使问题复杂化。也正因为如此，摩擦市场的无

套利分析更加引人重视，这方面的研究也取得了一

些进展，例如 N0.90/和 &41=,/［*］利用状态价格刻画
了有交易费时的无套利条件，G.7=90/［F］利用最优化
方法刻画了有税收时的无套利条件等。本节在更复

杂的摩擦市场（包括买卖价差、税收、不成比例的交

易费）上刻画了无套利的一些性质，拓展了文献［"，
*Q$］等的结果。
考虑这样的资本市场，它有 ! 个资产 %，"，⋯，!

和 "个可能的自然状态 #%，#"，⋯，#"，资产在期初交
易，收益在期末实现，在期中不发生任何交易。对投

资者来说，资产 $的当前购买价格是 %&
$，出售价格是

%’
$，出售价格略低于购买价格，即#" %’

$ " %&
$，$ ( %，

⋯，!。
假设至少存在某个资产的出售价格 %’

$ # #，买
卖价格之差（即所谓的价差）是一种摩擦，这种摩擦

在大多数经济市场上是存在的。另一种形式的摩擦

是交易费，设购买单位资产 $的交易费是 !&
$，出售单

位资产 $的交易费是 !’
$，这里 #" !&

$，!
’
$ ) %，$ ( %，

⋯，!，设资产 $在状态 *+的收益是 ,$+（ $ ( %，⋯，!；+ (

%，⋯，"），记 %& (（%&
%，⋯，%

&
!）

S 为买价向量，%’ (

（%’
%，⋯，%

’
!）

S为卖价向量，!& (（!&
%，⋯，!

&
!）

S为购买

各资产时的交易费用率向量，!’ (（!’
%，⋯，!

’
!）

S 为

出售各资产时的交易费用率向量，- (（ ,$+）!." 为收
益矩阵（亦称支付矩阵），其中 S 表示向量或矩阵的
转置。现在，市场完全可用八元数组（%&，%’，"$，" +，

!&，!’，/&，/’）来描述。

为不失一般性，忽略多余的资产（即可用其他

资产线性表出的资产），删去概率为零的状态，并设

矩阵 -的秩为 !" "，如果 ! ( "，则称市场是完全
的。投资组合调整是一个向量 0 (（0%，⋯，0!）

S $
!!，其中 0$是投资者对资产 $的调整量（股数），若 0$
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# !，则投资者买进资产 !的数量为 "!，若 "! " !，则
投资者卖出资产 !的数量为 # "!。在 !上定义函数

!（"!）$
（" % "&

!）’
&
! "! % (!，若 " ) !

（" # "*
!）’

*
! "! % (+，若 ""{ !

,（"!）$
（&!+ # -&

!+）’
&
! "!，若 " ) !

（&!+ # -*
!+）’

*
! "!，若 ""{ !

其中，! $ "，#，⋯，.；+ $ "，#，⋯，/。
在 .维欧氏空间 !. 上定义函数：

!（"）$ %
.

! $ "
!（"!），&"$ !.

,（"）$ %
.

! $ "
,（"!）

则 0（"）$ !（"）% ,（"）。
投资组合调整 "（""，⋯，".）

$的包括交易费在内

的总成本则是 !（"），状态支付向量是 1$"。若 0（"）$
! 则意味着调整没有任何成本，若 0（"）2 !，则调整
在期初产生了正的现金流。

引理 "［%］& 函数 # ’ !3 ’ !是次线性的，如果
对任意 "，4$ !3，$$ !有

#（" % 4）" #（"）% #（4）
#（&"）$ &#（"）

引理 #& 费用函数 0，0!（ ! $ "，⋯，.）均是次线
性的，因而也是凸的。

证明 & 只证明 !，!"，! $ "，⋯，.是次线性的。令
5，5+$!，&#!，显然 !!（&5）$ &!!（ 5），因此，只需证
明 !!（ 5 % 56）" !!（ 5）% !!（ 5 % 56）。为此，考虑如下 (
种情况：

"）当 5，56# ! 时，此时 5 % 56# !，因而有
!!（5 % 56）$（" % "&

!）’
&
!（5 % 56）% %! $ !!（5）% !!（56）

#）当 5，56 " ! 时，此时 5 % 56 " !，因而有
!!（ 5 % 56）$（" # "*

!）’
*
!（ 5 % 56）% % + $ !!（ 5）%

!!（ 56）。
)）当 5 # !，56 " ! 时，有（" % "&

!）’
&
! % % ! #

（" # "*
!）’

&
! #（" # "*

!）’
*
! % % +。又分两种情况讨论。

!当 5 % 56# ! 时，有
!!（ 5 % 56）$（" % "&

!）’
&
!（ 5 % 56）% % ! $

（" % "&
!）’

&
! 5 % % ! %（" % "&

!）’
&
! 56 % % ! (

（" % "&
!）’

&
! 5 % % ! %（" # "*

!）’
*
! 56 % % + $

!!（ 5）% !!（ 56）
"当 5 % 56" ! 时，有
!!（ 5 % 56）$（" # "*

!）’
*
!（ 5 % 56）% % + $

（" # "*
!）’

*
! 5 % % + %（" # "*

!）’
*
! 56 % % + (

（" % "&
!）’

&
! 5 % % ! %（" # "*

!）’
*
! 56 % % + $

!!（ 5）% !!（ 56）
(）当 5"!，56#!时，此时与)）类似，由引理#
的证明，类似可证 ,，,! 也是次线性的。故 0，0! 次线性
的。由泛函知 0是次线性的，不难证明 7是凸锥。

证毕

定义 "［%］& 称金融市场（’&，’*，%!，% +，"
&，"*，

8&，8*）是弱无套利的，如果不存在投资组合调整 "
$（""，⋯，".）

$ 使得

0（"）2 ! 和 "$1# ! （"）
这里 1 $（ 9!+）.:/ 为收益矩阵。为方便起见，这

里 ! % $｛4$ !：4# !｝。

# 基本结果
本节给出弱无套利的一个充要条件，它刻画了

弱无套利的基本特征。

定理 "& 若存在向量 ; $（;"，⋯，;/）
$ $ !/

% *
｛!｝使得

（" # "*
!）’

*
! % (! %（" # -&

!+）&+ "%
.

! $ "
9!+;+ "

& （" % "&
!）’

;
! % (+ %（" # -*

!+）&!，! $ "，⋯，.（#）
则市场（’&，’*，%!，% +，"

&，"*，8&，8*）是弱套利的。

证明 & 设存在向量 ; $（;"，⋯，;/）
$ $

!/
% *｛!｝，使得（#）式成立，反设市场（’&，’*，%!，% +，

"&，"*，8&，8*）是弱套利的，用 "! " ! 同乘以（#）式
的前一不等式的两端，用 "! ) !同乘以（#）式的后一
不等式的两端，得到

"!%
/

+ $ "
9!+;+ "

（" % "&）’&"! % (! %（&!+ # -&
!+）’

&"!，"! ) !

（" # "*）’*"! % (! %（&!+ # -*
!+）’

*"!，"! "
{ !

$ 0（"!）

因此 0（"）$ %
.

! $ "
!（"!）% ,（"!）#%

.

! $ "
"!%

/

+ $ "
9!+;+ $

%
/

+ $ "
;+%

.

! $ "
9!+"! $（"$1）;

如果 "$1#!，则由上式和 ;#!得 0（"）#!，所以不
存在 "使得（"）式成立，也就是说，市场（’&，’*，%!，

% +，"
&，"*，8&，8*）是弱无套利的。 证毕

) 状态价格
把满足（#）式的 ;+ 称为是状态 +下的状态价格

（ + $ "，⋯，/），此时称向量 ; $（;"，⋯，;/）
$ $ !/

为状态价格向量，如果把状态价格 ;+看成是状态 +下
一单位货币的现值，则（#）式的最右端可解释成买
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入成本，而最左端可解释成卖出成本，这样，利用状

态价格这个术语还可将定理 ! 重新表述为定理 "。
定理 "# 若存在半正状态价格向量 ! $

!"
# $｛%｝，则市场（$%，$&，! ’，! (，"

%，"&，)%，)&）是弱

无套利的。

证明 # 从定理!的证明立即可得出。定义!"的

一个子集

* +｛,$ !"；)-$ !.，," !&-｝
并定义从 !" 到［ / ’，# ’］的函数

)（ ,）+ ()*｛0（-）+ !&-# ,｝，,$ *
# ’，{ 否则

证毕

引理 ,# 函数 )是凸的。
证明 # )的上图像为
1$’) +｛（ ,，%）+ ,$ !"，%# )（ ,）｝+
｛（ ,，%）+ ,$ *，%# )（ ,）｝+ 1$’2

这里 2是定义在 *上的函数
2（ ,）+ ()*｛0（-）+ !&-# ,｝+
()*｛% + %# 0（-），3&-# ,｝+

()*｛% +（-，%）$ 4｝
其中 4 +｛（-，%）+ %# #（-），3&-# ,｝
显然 4 是一个凸集，因为 0 是凸函数，根据

-./(01［2］的定理 35 !3，2 是凸函数。于是，1$’) 是凸
集，所以，)是凸函数，下面用函数 ) 来刻画市场的
弱无套利性。 证毕

定理,# 若)（%）+ %，则市场（$%，$&，! ’，! (，"
%，

"&，)%，)&）是弱无套利的。

证明 # 设 )（%）+ %，则对任意满足的 -，必有
% + 2（%）+ ()*｛#（-）+ 3&-#%｝" 0（-）。因此，不存
在 -使得 0（-）6 %和 3&-#%，则市场（$%，$&，! ’，! (，

"%，"&，)%，)&）是弱无套利的。 证毕

定理 3# 若
)（ ,）# ,&!，&,$ !" （,）

则市场（$%，$&，! ’，! (，"
%，"&，)%，)&）是弱无套利的。

证明 # 设 !$ !"满足（,）式，任给 -$ !.。令

,- + 3&-，则 ,- $ *。任给 7满足 3&7# ,-，则有
2（ ,-）+ ()*｛0（7）+ 3&7# ,-｝" 0（7）

由（,）式有 0（7）# )（ ,-）# ,&- !。特别地，有 0（-）#
,&- ! + -&3!。由于上式对任意 - $ !. 成立，故市场

（$%，$&，!’，! (，"
%，"&，)%，)&）是弱无套利的。 证毕

总之，本文运用优化理论和凸分析方法，分析了

包括两种不同的固定交易费、不成比例的交易费和

买卖价差及税收等条件下金融市场中的弱无套利的

情形，得出了市场（$%，$&，!’，! (，"
%，"&，)%，)&）是弱

无套利的一系列必要条件，同时，本文还引入了状态

价格向量，相应得到一些结果，拓展了文献［"，345］
等的相应结果。
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