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通过转化来求解广义半无限极大极小规划问题
!

刘! 芳，王长钰
（曲阜师范大学 运筹与管理学院，山东 曲阜 "BC%D*）

摘! 要：研究了一类广义半无限极大极小规划问题，其下层规划的约束集合是一个集值映射。对于这类广义半无限
问题，首先利用修正障碍型增广拉格朗日函数将它们在一定条件下转化为标准的半无限极大极小问题，使它们具有

相同的局部与全局最优解，从而为这类广义半无限问题提供了可行的解法。给出了实现这种等价转化的两个转化

条件：一个是充分与必要条件，另一个是充分条件。与已有文献中的相关转化条件相比，它们均不需要在紧致集上

进行转化，而且后一个充分条件在实际中易于验证。最后通过这种转化，给出了这类广义半无限问题的一个新的一

阶最优性条件。
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% 预备知识
考虑广义半无限极大极小问题（I）：

64(
!"!"

!（!） （%）

其中，函数 ! J !" # !定义为
!（!）# :,K

$"%（!）
"（!，$） （"）

%（!）#｛$" !& ’ (（!，$）$ #，)（$）$ #｝
" J !" * !& # !，( J !" * !& # !+%，) J !& # !+"，

对于 , #（,%，⋯，,-）" !-，, $ # 表示 ,% $ #，⋯，
,- $#。
令 . #｛$" !& ’ )（$）$ #｝，那么（"）式就可

写为

!（/）# :,K
$".
｛"（!，$）’ (（!，$）$ #｝ （C）

广义半无限规划问题在许多工程领域中都有着

重要的应用，如最优设计问题，机器人路径问题，随

机规划问题等，因此它成为应用数学中非常活跃的

一个研究领域。注意到，正是（"）式中的集值映射
%（·）对 !的依赖使得问题（I）成为广义半无限极大
极小问题，并且使得问题（I）的求解变得困难起来。
因此，目前对问题（I）数值方法的研究很少。如果
（"）式中的集值映射 %（·）恒为一个常值集合，即
%（·）# %，那么问题（I）就是一个标准的半无限极
大极小问题。现在对标准的半无限规划已经有了许

多有效的算法［%0%#］，因此，近年来有些学者通过罚函

数或增广拉格朗日函数消除（C）式中的约束 (（!，$）$
#，从而将问题（I）转化为一个标准的半无限规划来
求解。例如，在文献［%%］中是通过一个不可微的精确
罚函数完成了这种转化。而文献［%"］则是利用文献
［%C］中的一个增广拉格朗日函数完成了这种转化。
需要说明的是，虽然文献［%"］中的转化条件要比文
献［%%］中的强，但是文献［%"］中得到的等价的标准
半无限极大极小问题要比文献［%%］中的容易解决。
现在本文利用文献［%L］中的修正障碍型增广

拉格朗日函数消除了约束 (（!，$）$ #，将问题（I）
转化为一个标准的半无限极大极小规划，给出了实

现这种等价转化的一个充分与必要条件和一个在实

际中易于验证的充分条件。它与文献［%"］中的转化
条件不同，并且不需要假设 .是紧致的，这样就通过
标准的半无限极大极小问题为问题（I）提供了可行
的解法。最后，在此基础上给出了问题（I）的一个新
的一阶最优性条件。

本文安排如下，在第二节中，利用文献［%L］中
的一类增广拉格朗日函数，将问题（I）转化为一个
等价的标准半无限极大极小问题。在第三节中，通过

问题（I）与转化后的规划问题的等价关系，建立了
问题（I）的一个一阶最优性条件。
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! 增广拉格朗日函数
现在，利用文献［"#］中的修正障碍型增广拉格

朗日函数对问题（$）进行转化。
设 %!（&!）" %&’

#"$
’"（&!，#） （#）

其中，&! "（!，#，%）" !&’("’"，!" !&，#( (，% ) (，
且

%"（&!，#）"
"（!，#）* "

%)
("

+ ""
#+$（%,

+（!，#）），#" %%

* )，#" $ *%
{

%

%% "｛#" $ - %,+（!，#）. "，*+" ("｝
函数 $ + !# !满足以下条件：

"）$是二次连续可微凸函数；
!）$（(）" (，$/（(）" " 和 $0（(）) (；

,） -./
1#*)

$/（ 1）" (，-./
1#*)

$（ 1）
1 " (。

定义 !("
’ "｛#" !(" - #( (｝，
! ’ ’ "｛1" ! - 1 ) (｝。

这样，就得到了一个标准的半无限极大极小问

题（$0）：
/.1

&!"!&2!("’ 2! ’ ’

%!（&!） （2）

下面研究 !（!）与 %!（&!）之间的关系。
假设 " "）"（·，·），,+（·，·），+ " (" " ｛"，⋯，

("｝，3
+（·），+" (! "｛"，⋯，(!｝是连续的。
!）对*!" !&，4（!）+,。
首先有定理 "。
定理 " 假设 "成立，则对*&! "（!，#，%）" !&

2 !("
’ 2 ! ’ ’，有

%!（&!）( !（!） （3）
证明 若 %!（&!） " ’ )，则（3）式显然成立。设

%!（&!）. ’ )，则

%!（&!）" %&’
#"$
’"（&!，#）" %&’

#"$
"（!，#）* "
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+ " "
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#"$

"（!，#）* "
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+ " "
#+$（%,+（!，#）） ,+（!，#）$ (，*+" ({ }" (

%&’
#"$

"（!，#）* "
%)

("

+ " "
#+$（%·(） ,+（!，#）$ (，*+" ({ }" "

%&’
#"$

"（!，#）- ,+（!，#）$ (，*+" ({ }
" " !（!） 证毕

4 4 进一步，给出保证（3）式成立的一个充分与必
要条件，为此设

5（!，&）" %&’
#"$
｛"（!，#）- ,+（!，#）$ &，

*+" ("｝（&( (） （5）
由假设知 4（!）+,，故对*&( (，集合
｛#" $ - ,+（!，#）$ &，*+" ("｝+,。

因此对*&( (，5（!，&）) * )。

6（#，%，’）" &( ( 5（!，&）* "
%)

("

+ ""
#+$（%&）({ }’

条件 6 设 !" !&，存在%#" !("
’，&%" ! ’ ’ 满足

"）对*($ & . "
% ，5（!，&）* "

%)
("

+ " "

%#+$（&%&）$

5（!，(）；
!）-’( . %!（!，%#，&%），使得 *’ "［’(，%!（!，%#，

&%）），有
.17｛$（&）- &" 6（%#，&%，’）｝" (。
定理 ! 假设"成立，则对给定的 !"!&，存在%#

" !("
’，&%" ! ’ ’ 使得对*%" &%有

!（!）" %!（!，%#，%） （8）
当且仅当条件 6成立。
证明 必要性。假设%#" !("

’，&%" ! ’ ’ 满足 !（!）
" %!（!，%#，&%），即

5（!，(）" %!（!，%#，&%） （9）

下证 "），任取 ( $ & . "
% ，有

5（!，(）" %!（!，%#，&%）" %&’
#"$
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+ " "
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+（!，#）） &%,+（!，#）. "，*+" ("{ }）(
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+ " "
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%#+$（&%&）） ,+（!，#）$ &，*+" ("{ }） "

%&’
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"（!，#） ,+（!，#）$ &，*+" ("{ }） * "
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所以 !）成立。
由（"）式与 !（%!，&"，"）的定义知，对任意 " #

%#（$，%!，&"），有 #" !（%!，&"，"）。又由 $的性质知，% %
# 时，$（%）% #；% & # 时，$（%）& #，故
*" # %#（$，%!，&"），$%&｛$（%）’ %" !（%!，&"，"）｝& #
即 ’）成立。
充分性。设条件 ( 成立，令｛" (｝.%#（$，%!，&"），

｛& (｝/#（ (#) )），则对每一个 ("｛!，’，*，⋯｝，由
条件 ’）知，-% ( ( #，且 % ( " !（%!，&"，" (），使

$（% (）$ & (

由 $的性质可得，+$,
(#))

% ( & #。因此当 (充分大时，% ( #

!
" ，故由 !）得

" ( $ *（$，% (）+
!
")

,!

- & !

%!-$（&"% (）$ *（$，#）

因此有

%#（$，%!，&"）& +$,
(#))

" ( $ *（$，#）& #（$）

故由定理 ! 知，#（$） & %#（$，%!，&"）。又知
!
" $（".

-（$，/））是关于 " % #的非减函数，那么%#（&$）

是关于 " % #的非增函数。再由定理!知，对*" % &"，
有 #（$）& %#（$，%!，"）。 证毕

条件 (虽是一个充分与必要条件，但在实际中
验证条件 (有相当的难度。下面给出一个充分条件，
它在实际中较易于验证。

对 % % #，定义
0（$，%）&｛/" 1 ’ .-（$，/）$ %，*-" ,!｝，
2（$，%）&｛/" 1 ’ ’（$，/）( *（$，#）+ %｝，

1-（$）& ./0 ,.1
/"1
｛’（$，/）’ .-（$，/）$ #，*-" ,!｝

二阶充分条件 设’（·，·），.-（·，·），-" ,!是二
次连续可微的，设 $" !3，&/" !4 与 %!" !,!

) 满足

/’（$，&/）+)
,!

- & !

%!- / .-（$，&/）& #

%!- .
-（$，&/）& #，-" ,!

乘子%!-（-" ,!）满足严格互补条件，即若 .-（$，&/）&
#，则 %!- % #，-" ,!。且 2344$.%阵

’
//’（$，&/）+)

,!

- & !

%!-
’
// .-（$，&/）

在锥 5（$，&/）上负定，其中
5（$，&/）&｛6" !4，6+ # ’ / .-（$，&/）56 & #，

-" 7（$，&/）｝
7（$，&/）&｛-" ,! ’ %!- % #｝

现在给出下面的一个充分条件。

条件 6 设 $" !3 满足

!）478
/"1

’（$，/）# ) )；

’）1-（$）+ ,，且存在 %! " !,!
)，使得对 *&/ "

1-（$），（$，&/，%!）满足二阶充分条件；
*）存在 %# % #，使得0（$，%#）02（$，%#）有界。

定理 * 设 $" !3满足条件 6，则存在&" % #，使
得对*"( &"有

#（$）& %#（$，%!，"）。
证明 若 $" !3 满足条件 6，则可证，对 *&/ "

1-（$），-&" % #，当 "( &"时，
’’（（$，!，"），&/）(’’（（$，%!，"），&/）(

’’（（$，%!，"），/） （!#）
对*/" 1与 !( # 成立，证明在此省略。
从（!#）式第一个不等式及 .-（$，&/）$ #（*-"

,!）可得，当 "( &"时，有

!
")

,!

- & !
,$%

,(".-（$，&/）
｛%!-% ) (（%）｝& # （!!）

从而由’’（&$，/）的定义得
’’（（$，%!，"），&/）& ’（$，&/） （!’）

由（!#）式的第二个不等式可知，
%#（$，%!，"）& ’’（（$，%!，"），&/） （!*）

故由（!’）、（!*）式与&/" 1-（$）知，对 $"!3，-%!(
#，&" % #，对*"( &"有

#（$）& %#（$，%!，"） 证毕

这样根据定理 ! 与定理 ’（或定理 *）可知，当 $
" !3 满足条件 (（或条件 6）时有

#（$）& ,$%
!(#，" % #

%#（$，!，"） （!9）

* 等价问题与一阶最优性条件
由（!9）式，可得到问题（:）与（:;）的等价关

系，为此设

8（ 9$，)）&｛$" !3 1$ + 9$1 # )｝，（) % #）
定理 9 假设 ! 成立，则有
!）如果 9$"!3是问题（:）在邻域 8（ 9$，)）上的
局部最优解，且在 9$满足条件 (（或条件 6），则存在
9!( # 与 9" % #，使得 &$- &（ 9$，9!，9"）是问题（:;）在
8（ 9$，)）: !,!

) : ! ) ) 上的局部最优解；

’）如果 &$- &（ 9$，9!，9"）是问题（:;）在领域 8（ 9$，
)）: !,!

) : ! ) ) 上的局部最优解，且对*$" 8（ 9$，)）
满足条件 (（或条件 6），则 9$ 是问题（:）在 8（ 9$，)）
上的局部最优解；

*）如果对*$" !3满足条件 (（或条件 6），则
问题（:）与（:;）的最优值相等，即
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!"#
!"!"

!（!）# !"#
&!"!"$!%$

&
$! & &

%!（&!） （$%）

证明 $）由 ’!"!"是问题（&）在领域(（ ’!，"）上
的局部最优解，则对*!" (（ ’!，"）有

!（!）( !（ ’!） （$’）
在 ’!满足条件 (（或条件 )），则- ’#( *与 ’) * *，使
得

!（ ’!）# %!（ ’!，’#，’)） （$+）
由定理 $ 知，对*!" !"，#( * 与 ) * *，有

%!（!，#，)）( !（!） （$,）
由（$’）、（$+）与（$,）式知，对*!" (（ ’!，"），#(*
与 ) * *，有

%!（!，#，)）( %!（ ’!，’#，’)）
即 ’! #（ ’!，’#，’)）是问题（&-）在 (（ ’!，"）$ !%$

& $ ! & &

上的局部最优解。

.）由*!" (（ ’!，"）满足条件(（或条件 )），任
取 !! " (（ ’!，"），则-#! ( * 与 )! * *，使得

!（!!）# %!（!!，#!，)!）
又因为（ ’!，’#，’)）的（&-）局部最优解，可得

%!（!!，#!，)!）( %!（ ’!，’#，’)）(
!"#

#(*，) * *
%!（ ’!，#，)）# !（ ’!）

故对*!! "(（ ’!，"）有!（!!）(!（ ’!），即 ’!为问题
（&）在 (（ ’!，"）上的局部最优解。

/）由题设知，对*!" !"，有

!（!）# !"#
#(*，) * *

%!（!，#，)）

故（$%）式成立。
在定理0中，最重要的部分是结论$），因为由它

可以导出问题（&）的一阶最优性条件。
假设 . $）$（·，·），+,（·，·），," %$ 和 -,（·），,

" %. 是连续可微的；
.）.是紧致集。
在假设 . 之下，对标准半无限极大极小问题

（&-），它的一阶最优性条件已经有了（见文献［.］）。
现在针对问题（&-），将一阶最优性条件引述如下。
定理 % 假设 . 成立，’! #（ ’!，’#，’)）" !" $ !%$

& $
! & & 是问题（&-）的局部最优解，则

* " %/%!（ ’!）# 12#30".

%!（ ’!）1 ’$（ ’!，0）
!’$（ ’!，0）

#’$（ ’!，0）

)’$（ ’!，0
































）

这样根据定理 .（或定理 /），就得到了问题（&）
的一个新的一阶最优性条件，即定理 ’。
定理 ’ 假设 .成立，’!" !" 是问题（&）的一个

局部最优解，并且 ’!满足条件 (（或条件 )），则存在
’#(*和 ’) * *，使得*"%/%!（ ’!），其中 ’! #（ ’!，’#，’)）。
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