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两类非线性发展方程解的爆破
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摘! 要：考虑一类非线性双曲方程和一类非线性抛物方程的具有三类边界条件的初边值问题，讨论其古典解的爆

破。首先利用含参数 ! 的积分，构造一个关于时间 ! 的函数，然后利用凸分析的方法对该函数进行分析，讨论其性

态。在此过程中，利用了自共轭椭圆算子的特征函数、&9(:9( 不等式、格林公式等方法。在大初值情形，证明了当非

线性项 "（#）、线性项系数 $（%）及初值函数 ##（%），#%（%）满足一定条件时，两类方程的古典解 #（%，!）必在有限时间内

爆破。给出了解爆破的充分条件，并利用积分中值定理、格林公式对大初值做了定量的讨论。本文的优点在于非线

性项 "（#）简洁，实际应用中易于实现，在定理 %、定理 " 中只要求 "（#）"& # ’
，& D #，’ D %（&，’ 为常数）；在定理 "

中只要求 "（#）E # ’ F %#，’ D %（’ 为常数）。
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! ! 对于非线性发展方程的整体解或解的破裂问

题，由于其理论上的重要性和广泛应用，成了人们关

注的热点问题［%JK］，讨论的方法各一。

考虑下列一类非线性双曲方程和一类非线性抛

物方程的初边值问题
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其中 / 2 #，!!是!) 中光滑有界区域!的边界，% ,

（%%，%"，⋯，%)）；0# 表示 # 或#
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"（%）#（"" #），即相应的是第一、第二或第三类边

界条件；-*+（%）充分光滑，-*+（%）, -+*（%），*，+ , %，"，

⋯，)，且存在正常数 #，对
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自共轭椭圆算子（ 以下为讨论方便起见，记该算子

为 4，即 4 ,#
)

*，+ , %
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））；" 是关于 # 的高次

非线性函数；$（%），##（%），#%（%）充分光滑。

对问题（%）、（"），文献［"］证明了只要 $ " %，

尽管初值任意小，解总要在有限时间内爆破。本文则

要证明，在 $ 5 %时，只要初值充分大，解也要在有限

时间内爆破。

% 预备知识

首先介绍两个引理。

引理% 记%为下列自共轭椭圆算子特征值问题

4& 3 %& , #
0& 1 !! ,{ #

（L）

的第一特征值。对于三类边界条件，总有%"#，且相

应于 %，有特征函数 &（%），使得

&（%）2 #，%$ !

&!&（%）@% ,{ %
（C）

引理 "（&9(:9( 不等式）设 6（#）M #$［’，(］

!为凸函数，" M !$［-，&］ ［’，(］，7（ !）为连续

函数，7（ !）" #，7（ !）不恒等于零，则下列积分不等
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# 主要结果

如果问题（$）适合下列条件

$）’ 为常数，且 ’ ( !；

#）$（)）" " ) *，" + %，* + $，"，* 为常数；

&）&")%（,）#（,）!, + ! - ’( )"

$
*-$

，

&")$（,）#（,）!, + %

那么就有定理 $。

定理 $ 在条件 $）. &）下，问题（$）的古典解

)（,，%）必在有限时间内爆破。

证明 记 ’ /（ %）0 &")（,，%）#（,）!,

则 /1（ %）0 &")%（,，%）#（,）!,

/2（ %）0 &")%%（,，%）#（,）!, （(）

由问题（$），（(）式化为

/2（ %）0 &"（3) 4 ’) 4 $）#!, （)）

应用格林公式［$%］ 和（&），（)）式化为

/2（ %）0 &"［ $ 4（’ - !）)］#!,

由条件 #）及上式，得

/2（ %）" &"［" ) * 4（’ - !）)］#!, （*）

根据（+）式及 ,-./-. 不等式（"）式，从（*）式得

/2（ %）" " /（ %） * 4（’ - !）/（ %） （0）

由（0）及条件 &），可以断定在［%，5）内一定有

/2（ %）+ %，/1（ %）+ %，/（ %）+ %。事实上，由条件&）可

知，当 % 0 % 时，有
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由（0）、（$%）式，有
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因此至少在 % 0 %的某个右邻域内，总有/2（%）+ %，

/1（%）+ %，/（%）+ %。设 %%（% ( %% ( 5）为使 /2（ %）0

% 的最小值，即在［%，%%）上，/2（ %）+ %，而 /2（ %%）0 %，

于是可知在［%，%%］上，/1（ %）单调增加，由（$$）式知

/1（ %）+ %（ %$［%，%%］），从而亦知在［%，%%］上 /（ %）

单调增加，由（$%）式知 /（%%）+ /（%）+ ! - ’( )"
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%，于是由（0）式有

/2（ %%）" /（ %%）［"/*-$（%）4 ’ - !］+

/（ %%） " ! - ’
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与 /2（ %%）0 % 矛盾。即在［%，5）上总有 /2（ %）+ %，再

由（$%）、（$$）式可知在［%，5）上也有 /1（ %） + %，

/（ %）+ %。

在（0）式两端同乘以 /1（ %）并在上［%，%］积分，

得
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由 * + $，/（ %）单调增加且 /（ %）+ %，知 7（ %）也

单调增加。因为 7（%）0 /1#（%）+ %，所以 7（%）+ %（%$
［%，5）），从而由（$&）式得
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令 %( 5- ，得
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因为 "（!）’& & ，注意 % * $，从（$%）式得
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从（$%）、（$’）式可知 "（!）, & & ，即
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.（/，-） , && ，说明 .（/，-）必在有限

时间内爆破。 证毕

对于问题（#），考虑其适合条件

.）’ 为常数，且 ’ + !；

/）0（.）" $ . %，$ * !，% * $，$，% 为常数；

%）&".!（/）#（/）"/ * ! ( ’( )$

$
%($

则有定理 #。

定理 # 在条件 .）1 %）之下，问题（#）的古典

解 .（/，-）必在有限时间内爆破。

证明 与定理 $ 类似，有

"2（ -）" $ "（ -） % &（’ ( !）"（ -） （$0）

类似还可知在［!，!）上，总有 "2（ -）* !，"（ -）* !。

记 "（ -）, $"%（ -）&（’ ( !）"（ -）,
"（ -）［$"%($（ -）& ’ ( !］

与定理 $ 类似可得 "（ -） * !（ - $［!，!）），从

（$0）式可得
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注意 % * $，从（$1）式类似可知存在
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即 ()*
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/$"

.（/，-） , && ，从而 .（/，-）必在有限时

间内爆破。 证毕

注 $ 在定理$ 和定理# 中，分别由条件2）和.）

及积分中值定理、（.）式，知在"上至少存在一点 $，

使 .!（$）* ! ( ’( )$

$
%($

，即初值必须充分大。

另外再考虑问题（$）适合条件

’）’ , ’（/）+ !；

0）0（.）, . %($.，% * $，% 为常数；
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在第一、第二类边界条件时，% , !，则有定理 2。

定理 2 在条件 ’）1 1）之下，问题（$）的古典

解 .（/，-）必在有限时间内爆破。

类似按文献［#］即可证本文定理 2。

再考察问题（#），如果其适合条件

$!）’ , ’（/）+ !；
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在第一类、第二类边界条件时，% , !，就有定理 .。

定理 . 在条件 $!）1 $#）之下，问题（#）的古

典解 .（/，-）必在有限时间内爆破。

类似按文献［#］即可证本文定理 .。

注 # 本文定理2、定理. 与文献［#］中定理2、定

理 . 的条件是不同的。由于条件 ’）和 $!），即 ’ ,
’（/）+ !，导致了条件 1）和 $#）中的初值不能任意

小，而必须充分大。例如取

.!（/）, 8&（/）（8 * ! 常数），.$（/）, !
分别代入条件 1）、$#），可得
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由格林公式，知
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将（#$）式代入（#!）式，得
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由上式即知 3 8 *
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从而 8 不能任意小，即 .!（/）, 8&（/）也不能任意

小。
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