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摘! 要：考虑了在 !G 空间中的非齐次 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组的一个非线性边值问题，首先讨论 B+4:4.CD19+@+-:>+
方程组的 0’,>1< 型积分，H.969.I 公式，进而得到了非齐次 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组解的积分表示式和它的 H.969.I 公

式，在此基础上还讨论了它的一个非线性边值问题 !（!）"#（!）# $（!）"%（!）& ’（!）(（!，"#（!），"%（!）），!"
"。为了证明以上非线性边值问题解的存在性，利用已得到的 H.969.I 公式，将非线性边值问题转化为与它等价的积

分方程（! # $）（ % #
" # )#）#（! # %）# #（! # $）#*( & ’(，其中（)#）（!）& %

E!$" （ % !）

% ! G+（ ）#（ ）@, ，!""，

#*( & % %
E!$- （ % !）

% ! G (（ ）@. ，最后运用 =>1’,@9- 不动点原理证明了该边值问题解的存在性，同时也给出了其解的

积分表示式 "（ ）& %
E!$" （$ % ）

$ % G+（$）#（$）@,$ # #*(（ ）， % "。
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% 准备工作

众所周知，处理弹性力学和流体力学或其它问题时，空间问题比平面问题要复杂得多，其原因之一是单

复变函数尤其是解析函数有一整套完整的理论［%C"］，而对空间问题来说就困难得多。B+4:4. 和 D19+@+-:>+ 在

文献［G］首先研究了空间中的 0’,>1<CN496’(( 方程组，即所谓的 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组，它是平面上

0’,>1<CN496’(( 方程组在高维空间的推广。黄烈德对此作了不少有益工作，在文献［E］中他引进了全纯向

量函数概念，讨论了空间中线性和非线性 O4.P9-; 边值问题。"##L 年，杨丕文在文献［*］又研究了 !G 中的

B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组 N496’((CO4.P9-; 边值问题。随后，文献［L］考察了 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组的一个

带常系数的 N496’(( 边值问题。最近，文献［F］还讨论了非齐次 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组的一个带变系数的

N496’(( 边值问题。本文主要在文献［*CF］工作基础上，运用高维空间研究边值问题的方法［$C%#］讨论了 !G

空间中的非齐次 B+4:4.CD19+@+-:>+ 方程组的 H.969.I 公式和它的一个非线性边值问题，相应地推广了文献

［E，LCF］的某些结果。

B+4:4. 和 D19+@+-:>+ 在文献［G］中考虑 !G 中的复值函数 %%（/，0，1），%"（/，0，1）的一阶偏微分方程组
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记 !! " # $ !，!! 中的点 ! !（"，#，$）!（ %，$），于是方程（"）可写为 !"（!）! #，!" &( !!，此时

则称 "（!）是 & 内的正则函数，其中 "（!）! ""（!）

"$（!( )
）

是复值向量函数。

在文献［%］中，作者研究非齐次 &’()(*+,-.’/’0)1’ 方程组 2 2 2 2 2 2 2 !’ ! ( （$）

在 !! 中的分布解及其一些性质，提出并解决了相应的 3(.4566+7(*8.0 边值问题。

若 ) !
*"

*( )
$

是 一 复 值 向 量 函 数， 定 义 其 范 数 ) ! *"
$ + *$! $， 设 # !

, , !
%" %$
- &%$ &%( )

"

，)%"，%$ "( )# ，并定义其范数 , ! %"
$ + %$! $，对 ),，,. " # 有 ,,. !

, ,. 。又设 ," #，) 是一个 $ / " 的复值矩阵，则 ,) * , ) 。

定义 " 设 $（"）是一个定义在 & 的边界 % 上的 0 / 1 的复值矩阵函数，如果 $（"）满足以下条件

$（"）- $（#） ! +
1

2 ! "
+

0

3 ! "
$ 32（"）- $ 32（#）!

$ * 4 " - # &，"，#" %，# 5 & 5 "

其中 4 是一个不依赖于 "，# 的正常数，则称 $（"）为%的 79*/.0 连续函数，记%上的 79*/.0 连续函数集合为

6（%，&）。

任取 ’" 6（%，&），定义 ’ 的范数为,’,& ! 7（’，%）+ 6（’，%，&），其中

7（’，%）! 45:
""%

’（"） ，6（’，%，&）! );<
""-"$，""，"$"%

’（""）- ’（"$）

"" - "$ &

显然 6（%，&）构成 =5651- 空间，并且易证，若 (，8" 6（%，&），则

,( + 8,& *,(,& + ,8,&，,(8,& * 9",(,&,8,&

其中 9" 为正常数。

$ 方程 !’ ! ( 的解和 >*.4.*? 公式

以下设&是!! 中的一个有界区域，其边界%是分片光滑的 @(5<;6’A 曲面，并记%的内部为&+ ，记!! B.&
为 &- ，根据散度定理可得引理 "。

引理 "（>.4<.(; 公式）若向量函数 )（!）" 7"（&）/ 7（.&），则

)（!）! "
C"$% （ - !）

- ! !0（ ）)（ ）/: - "
C"$& （ - !）

- ! !!)（ ）/; ，!" &

其中 !（ %.，$.），! !（ %，$），（ - !）! $. - $ &%. - &%
-（ %. - %）( )$. - $

是复二阶矩阵，(，&，) 分别是曲面% 上点 处的

外法线方向与 "，#，$ 轴的夹角，0（ ）! 1’)) - 1’)( + ( 1’)&
1’)( + ( 1’)& 1’)( ))

。

设 ’（ ）为 % 上的 79*/.0 连续函数，定义 D5;1-E 型积分

*（!）! "
C"$% （ - !）

- ! !0（ ）’（ ）/: ，!% % （!）

显然 *（!）在 % 外正则，且 *（F ）! #。

引理 $［G］ 设 ’（ ）" 6（%，&），# 5 & 5 "，当 ! 分别从 &+ ，&- 趋于 " % 时 D5;1-E 型积分（!）式的极

限值存在，相应地记为 *+（!），*-（!），则有
*+（!）! "

$ ’（!）+（<’）（!），!" %

*-（!）! - "
$ ’（!）+（<’）（!），!"{ %

，其中（<’）（!） !

"
C"$% （ - !）

- ! !0（ ）’（ ）/: ，!" % 是 D5;1-E 主值积分，且,<’,&* =,’,&，这里 = 是不依赖于 ’ 的正

常数。
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由引理 ! 可得 ! !
! " #!

"
* $!,#,"，$! % "

!( )" & 。

设 ’（ ）为 !# 中复值向量函数，从 $%&’%() 公式中引进积分算子#(’ % ! "
*!$) （ ! $）

! $ # ’（ ）+* 。

引理 #［,］ 若 ’" +,（.)），, - #，则#(’ 是方程（!）式的分布解，即 "（#(’）% ’，且#(’ " .%（.)），其中 % %

" ! #
, 。

由 -.)/01 型积分（#）式和引理 # 有定理 "。

定理 " 设 ’" +,（.)），, - #，则非齐次 23(4(5670%3+384/3 方程组（!）式的解可用积分表示为

/（ ）% #（ ）" #(’（ ）， " ) （*）

其中 #（ ）是 ) 内的正则函数。

再根据 -.)/01 型积分（#）式和引理 ! 有定理 !。

定理 ! 设 ’（ ）" +,（!#），, - #，则以下的 $5%&%59 公式成立

/"（$）% "
! !（$）"（#!）（$）" #(’（$），$" &

/!（$）% ! "
! !（$）"（#!）（$）" #(’（$），$"{ &

（,）

# 非线性边值问题解的存在性讨论

问题 :; 设有界连通开集 )(!#，其边界&是分片光滑的 <(.’)=3> 曲面，设 0（$），1（$），2（$）是&上

给定的复值二阶矩阵，’（$，/（"），/（!））在 & 3 "! # "! 上给定。寻求 )"，)! 内满足方程（!）式的解 /（ ），使

它在 )" " &，)! " & 上连续，且适合 /（? ）% @ 和非线性边界条件

0（$）/"（$）" 1（$）/!（$）% 2（$）’（$，/"（$），/!（$）），$" & （A）

则称以上问题为问题 :;。

将（,）式代入（A）式有 0 !
! " #! " #[ ](’ " 1 ! !

! " #! " #[ ](’ % 2’，并整理得

（0 " 1） ! !
! " #( )! "（0 " "）! "（0 " 1）#(’ % 2’

引进算子

4! %（0 " 1） ! !
! " #( )! "（0 " "）! "（0 " 1）#(’ ! 2’

于是问题 :; 就转化为求解奇异积分方程 4! % ! （B）

的问题。

定理 # 设在问题 :; 中给定复值二阶矩阵函数 0（$），1（$），2（$）" 5（&，"），’（ ）" +,（!#），, - #，

" - " - %，% % , ! #
, ，又设函数 ’（$，/（"），/（!））对任意的 /（"），/（!） 关于 $ 是 CD5+%8 连续的，且对任意的 $"

& 关于 /（"），/（!） 是满足 <(’4/0(EF 条件的，即

’（$"，/（"）
" ，/（!）

" ）! ’（$!，/（"）
! ，/（!）

! ） * $# $" ! $!
" " $* /（"）

" ! /（"）
! " $, /（!）

" ! /（!）
! （G）

其中 $#，$*，$, 是与 $ 6，/
（"）
6 ，/（!）

6 ，6 % "，! 无关的正常数，再设 ’（@，@，@）% @，0（$），1（$）适合

’ % $"［$!,0 " 1," " ,0 " ","］7 "，且,2," 7 (，,#(’," 7 (，

那么当 @ 7 ( 7 8（" ! ’）
" 9 $! " $"（$"@ " $""8）

时，问题 :; 有解，解的积分表示式由（*）和（#）式给出。此外 8 是正

常数（,!," * 8），$"@，$"" 是适合,’," * $"@ " $"",!," 的正常数。

证明 记连续函数空间 .（&）的子集合 ( % ｛! !" 5（&，"），,!," * 8｝。

"）先证 4 是映射集合 ( 到自身的映射。由（B）式有

#第 " 期H H H H H H H H H H H H 李觉友：23(4(5670%3+384/3 方程组的一个非线性边值问题



,!!," * "!,# $ %," & !
" $ ’!

"

$ "!,# $ !,",!," $

"!,# $ %,",#()," $ "!,*,",)（#，+$ ，+&）,"

利用引理 " 以及条件（#）式有

,（ )，$）* "$ $ "%,!," （&）

再根据条件（#）式和引理 " 有

) #!，
!（#!）

" $ ’!（#!），
& !（#!）

" $ ’!（#!( )） & ) #"，
!（#"）

" $ ’!（#"），
& !（#"）

" $ ’!（#"( )） *

（"# $ "&,!,"） #! & #"
"，（"# - "’） （!(）

综合（&），（!(）式有,),"* "!( $ "!!,!,"，由题设知,# $ %," . ! /（"!""），,!,"*0，所以,!!,"*
%0 $ &［! / "" $ "!（"!( $ "!!0）］. 0，即证 ! 是映射集合 ( 到自身。

"）再证 ! 是连续映射。任取 !1（#）" (，设｛!1（#）｝一致收敛 !（#），#" $，对任给 ’ 2 (，那么当 1 充

分大时，,!1 & !," 可以充分小。考察 ’!1（#）& ’!（#），任取 " $，记 & - & # 2 (，据文献［#3&］存

在充分小的 4 2 (，当 $& . 4 时，以 # 为球心，’& 为半径作球，记 $ 的位于该球内部的部分为 $!，剩余的部分

为 $"。由此

’!1（#）& ’!（#） * !
)! $$ （ & #）

& # ’1（ ）［!1（ ）& !（ ）］*5 *

!
)! $$ （ & #）

& # ’1（ ）［!1（ ）& !1（#）$ !（#）& !（ ）］*5 $ !
)! $$ （ & #）

& # ’1（ ）［!1（#）& !（#）］*5 *

!
)! $$!

（ & #）

& # ’1（ ）［!1（ ）& !1（#）$ !（#）& !（ ）］*5 $

!
)! $$"

（ & #）

& # ’1（ ）［!1（ ）& !1（#）$ !（#）& !（ ）］*5 $ !
",!1 & !," - 6! $ 6" $

!
",!1 & !,"

对 6! 估计，有 6! * "!"$
’&

(

*(
(!&"

- "!’&"，再估计 6"，有

6" - !
)! $$"

（ & #）

& # ’1（ ）［（!1（#）& !（#））&（!1（ ）& !（ ）］*5 * "!),!1 & !,"

所以 ’!1（#）& ’!（#） . "!’&" $ "!),!1 & !," $
!
" ,!1 & !,"，选取 & 充分小，使 "!’&" . ’

" ，再选取 1

充分大，使,!1 & !," . ’
""!) $ !，于是对)#" $ 有

’!1（#）& ’!（#） . ’ （!!）

综合（%）、（#）和（!!）式，可选取充分大的 1，使对)#"$，有 !!1（#）& !!（#） . ’。即 ! 是连续映

射。根据 +,-./01+234/5 定理知，( 连续函数空间 ,（$）中的紧集。因此连续映射 ! 是映射 ,（$）中的闭凸集 (
到自身，并且!（(）也是,（$）中的紧集。再利用 63708*.,不动点原理知至少存在一个!("7（$，"）适合积

分方程（%）式，则问题 69 至少存在一个解，其解可由（)）和（’）式积分表示。 证毕

注 ! 在定理 ’ 中，若 #0 !，)0 !，那么非线性边值问题 69 就变成 95.:0;; 边值问题，可证得它存在唯

一解，即文献［%］中的定理 <。

注 " 在定理’ 中，若给 ) 再加上适当的限制，则非线性边值问题 69 亦存在唯一解，其解可用逐次逼近法

求得。
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