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关于系统有界性的新判据
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摘! 要：本文讨论非自治系统
@!
@" D #（ "，!）的有界性问题，这里 #（ "，!）"$［ % E !&，!&］，%"（ F G ，H G ），#（ "，!）保证微

分系统的解存在且唯一。通过扩展 I<’J,(+8 函数方法，获得系统的有界性、一致有界性、最终有界性和一致最终有

界性的新判据。文中所述 K 个定理中都采用了两个函数来刻画 ’ 函数的导数，其中定理 % 中的一个刻画函数的无穷

积分具有上界，另一个定号，这样就不再要求 ’ 函数的导数负定，甚至常负；定理 " 保持了定理 % 中的对 ’ 函数的刻

画，并且由于限定与 ’ 相关的函数有界，则相应的只要求其为一般有界函数即可，从而减弱了对 ’ 函数的限制，进一

步推广相关文献的结果。文章最后用一个例子说明了其中一个判据的适用性。
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中图分类号：L%C*) %K 文献标识码：M! ! ! 文章编号：%NC"O NNPK（"##$）#%O ##*BO #B

! ! I<’J,(+8 直接法是研究系统稳定性和有界性的

非常重要的工具。在系统稳定性方面，I<’J,(+8 基

本定理的研究与推广得到了一系列重要而有价值的

成果，文献［%ON］是这些成果的一部分。然而，对于

减弱 ’ 函数的限制、拓展系统有界性定理的应用范

围的研究工作则较少，如文献［C］和文献［$］。这些

研究一般都要求 ’ 函数的导数负定或常负。因此进

一步讨论 I<’J,(+8 直接法在系统有界性方面的应

用有着重要的现实意义。

本文考虑如下非自治系统

@!
@" ( #（ "，!） （%）

这里 #（ "，!）" $［ % ) !&，!&］，% "（ * G，+ G），

#（ "，!）保证（%）式解存在且唯一。本文目的就是通

过拓展I<’J,(+8函数，分析系统（%）的有界性、一致

有界性、最终有界性和一致最终有界性的问题，使这

些定理不再要求 ’ 函数的导数负定甚至常负，而由

其导数上界无穷积分的性质来刻画，从而得到了系

统（%）有界性的新的判据。后面的例题印证了这一

点。

% 预备知识

定义 % 函数 !" $［! + ，! + ］，（这里 ! +#［#，

G））是连续的严格单调上升函数，且有 !（#）( #，

称 ! 是 Q’6R9 函数，记为 !" ,。

定义 " 若对于（%）式的每一个解 !（ "，"#，!#）都

存在一个与 "#，!# 有关的正常数 "（ "#，!#），使得

$!（ "，"#，!#）$% "（ "#，!#），（&!# " !&）

则称（%）式的解是有界的。

定义K 若对任意 # - #，"#" % 存在 "（#）- #（"
的选取与 "#，!# 无关），使得对于任意 !# " .##｛! /

$!$% #｝，有

$!（ "，"#，!#）$ 0 "，（ " - "#）

则称（%）式的解一致有界。

定义B 若存在 1，对任意 # - #，任意 !#" .##
｛! $!$%#｝，存在2（#）- #（2的选取与 "#，!# 无

关），使得当 "’ "# + 2（#）时，有

$!（ "，"#，!#）$ 0 1
则称（%）式的解对界限 1 一致最终有界。

" 主要结果

定理 % 若 3（ 4）在 % 上有定义，% 5 3（ 4），6（ 4）为

可积函数，且

(
G

#

@4
3（ 4）( G，(

G

"#
6（ "）@" 0 G （"）

若存在 ’（ "，!）" $［ % ) !&，! + ］，使得
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!）!!（$!$）% "（ #，!），!! " $% （"）

#）&’ " (（!）% )（ #）*（"（ #，!）），&#’ #$ （%）

则在 *（ +）满足以下几种情况之一

&）*（ +）为定号函数；

’）*（ +）有最大零解存在

则系统（!）的解有界。若 "（ #，!）还满足

"（ #，!）% !#（$!$），!# " $% （(）

则系统（!）的解一致有界。

证明 设

" , )&* (
#-，#."［ #$，+ ）

#.

#-
)（ #）,# （-）

/（ +）, (
+

+$

,#
*（ #），（$ 0 +$ ) !） （.）

下面对上述情况分别进行讨论。

! 当 *（ +）为定号函数时

/）*（ +）’ $ 时，由（#）式，设

1! , "（ #$，!$）’ #，（&# 2 $） （0）

/（1#）, /（1!）’ " （1）

由（-），（.），（1）式，有

(
#.

#-
)（ #）,# 0 /（1#）3 /（1!）

（ #-，#."［ #$，+ ）） （!$）

设 $ , ! 3!
!（1#），由（0）式则必有

"（ #）# "（ #，!（ #））0 1# , !!（$） （!!）

若不然，必存在 ## 2 #! ’ #$，使得

"（ #!）, 1! % "（ #）% "（ ##）,
1#（&#"［ #!，##］） （!#）

由（%），（!$）和（!#）式得

/（1#）, /（"（##））% /（"（#!））’ (
##

#!
)（#）,# 0

/（1!）’（/（1#）3 /（1!））, /（1#）

这里导出矛盾，说明（!$）式成立。再由（"）式有

!!（$!$）% "（ #，!）% !!（$）

即

$!（ #，#$，!$）$% $，&#’ #$
其中 $的取值与 #$，!$ 有关，所以系统（!）的解有界。

//）当 *（+）% $ 时，令 *!（+）, 3 *（+），)!（#）,

3 )（ #），则 *!（ #）’ $，且(
+

#$
)!（ #）,# 收敛。由条件

（%）有

&’ " （!）% )（ #）*（"（ #，!））%
（ 3 )（ #））（ 3 *（"（ #，!）））% )!（ #）*!（"（ #，!））

由 /）的证明可得系统（!）的解是有界的。

"若 *（ +）有最大零解存在，即存在 +!，使得

*（ +!）, $
令 +$ , )&*｛+ ( *（ +）, $｝，若

"（ #$，!$）0 +$ （!"）

则令 1! , +$，否则

1! , "（ #$，!$）’ # （!%）

当 *（ + ’$ ）’ $ 时，按!的第一种情况的证明可得此

时系统（!）的解有界；当 *（ + ’$ ）% $ 时，由!的第二

种情 况 的 证 明 可 得 此 时 系 统（!）的 解 有 界。若

"（ #，!）还满足（(）式，则对于任意 !$

!$ " 4% , ｛! $!$% %｝

由（"）5（(）式有

"（ #$，!$）% !#（$!$$）% !#（%）

令 6 , !#（%），在情况 &）中，可以类似!的证明证

得系统（!）的解是一致有界的；在情况 ’）中，只要

把（!"）和（!%）式中的 "（ #$，!$）都换成6，即可类似

"的证明证得系统（!）的解是一致有界的，因为此

时（!$）式仍然成立。 证毕

推论 ! 令 *（ +）在 7 上有定义且连续，! 8 *（ +），

)（ +）为可积函数，且 *（ +），)（ +）’ $

(
+

$

,+
*（ +）, + ，(

+

#$
)（ #）,# 0 + （!(）

若 存 在 "（ #，!）" 9［ 7 : !;，! ’ ］，&（ #，!）"
9［ 7 : !;，!］，且 &（ #，!）有界使得

!）!!（$!$）% "（ #，!），!! " $%；

#）&’ " （!）% )（ #）（*（"（ #，!））’ &（ #，!））

&#’ #$ （!-）

系统（!）的解有界。若 "（ #，!）还满足

"（ #，!）% !#（$!$），!# " $%
则系统（!）的解一致有界。

证明 因为 &（ #，!）有界，则存在 <! ’ $ 使得

&（ #，!）%<!，令 *!（"）, *（"（ #，!））’ <!，则（!(）

式变为

&’ " （!）% )（ #）（*（"（ #，!））’ &（ #，!））%
)（ #）（*（"（ #，!））’ <!）% )（ #）*!（"（ #，!））

由定理 ! 的相关证明可证得结论成立。 证毕

注 ! 对于推论 ! 中的条件 *（ +），)（ +）’ $ 改为

*（ +），)（ +）% $，其他条件不变，结论也成立。

注 # 当 )（ #）, $ 时，定理 ! 则是文献［!］中的

经典结论。

定理# 若 *（ +）在 7 上有定义且有界，)（ +）为可

积函数，且(
+

#$
)（ #）,# 0 + ，若存在 "（ #，!）" 9［ 7 :

!;，! ’ ］，使得

!）!!（$!$）% "（ #，!），!! " $；
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!）!" # （"）% $（ %）&（ %，’），&%% %#
则系统（"）的解有界。若 #（ %，’）还满足

#（ %，’）% !!（$’$），!! " ( （"$）

则系统的解一致有界。

证明 由 &（ )）有界，则存在 *’ #，使得 &（ )）%
*，由条件 !）和（%）式得

#（ %，’）% #（ %#，’#）" (
%

%#
$（ %）&（#）&%%

#（ %#，’#）" *"
设 # + ! ,"

"（#（ %#，’#）" *"），则有

!"（$’$）% #（ %，’）% !"（#）

从而

$’（ %，%#，’#）$% #
则系统（"）的解有界。如果有（"$）式存在，易证 #与

%#，’# 无关，从而系统（"）一致有界。 证毕

定理 ’ 设连续函数 #（ %，’）满足

"）!"（$’$）% #（ %，’），对 $-$ ’ . 成立，

!" " (；

!）!" # （"）%, $（ %）&（#（ %，’）），其中 &（ )）’
#，$（ %），" / &（ )）可积。

(）若 (
)

%#
$（ %）+ " ) （"*）

则系统（"）的解对 . 最终有界；

((）若条件 "）加强为

!"（$’$）% #（ %，’）% !!（$’$） （"+）

对$’$’ . 成立，!"，!! " (，其余条件不变，则系

统（"）的解对 . 一致最终有界。

证明 用反证法。设在上述条件下，不存在这样

的 0（ %#，.，’#）’ %#，使得当 %’ %# " 0时，有$’$%
.，即对于&0，*%" ’ %# " 0 使得$’（ %"，%#’#）$ 1
.，即有

!"（$’"$）1 !"$.$ （!#）

由条件 !）有

(
#（ %，’）

#（ %#，’）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&%

从而有

(
#（ %"，’"）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&%

由条件 "）则有

(
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

% (
#（ %"，’"）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&%

进而有

(
!"（$’"$）

!"（.）

&#
&（#）

% (
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

"

(
#（ %#，’#）

!"（.）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&% " 2 （!"）

其中 2 + (
#（ %#，’#）

!"（.）

&#
&（#）

，由 &（ )）’ #，则由（"*）和

（!#）式有

# 3 (
!"（$’"$）

!"（.）

&#
&（#）

% (
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

"

(
#（ %#，’#）

!"（.）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&% " 2 （!!）

再由（"*）式知，必存在 0 + 0（ %#.，’#），使得

, (
%

%#
$（ %）&% " 2 3 #，（&%’ %# " 0） （!’）

则由（!!）和（!’）式有

# 3 (
!"（$’"$）

!"（.）

&#
&（#）

% (
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

"

(
#（ %#，’#）

!"（.）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&% " 2 3 #

导出矛盾，则假设不成立，从而存在 0 + 0（%#，.，’#）’
%#，使得当 %’ %# " 0 时，有$’$% .，即系统（"）的

解最终有界。

若条件"）加强为（"+）式，则对于任意 ’#" 4$ +
｛’ $’$% $｝有 #（ %#，’#）% !!（$），（!"）式演变

为

, , , (
!"（$’"$）

!"（.）

&#
&（#）

% (
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

"

(
#（ %#，’#）

!"（.）

&#
&（#）

% (
!"（$’"$）

#（ %#，’#）

&#
&（#）

"

(
!!（$）

!"（.）

&#
&（#）

%, (
%

%#
$（ %）&% " 2

则 0 + 0（$，.）与 %#，’# 无关，当 % ’ %# " 0 时，

$’$% .。这就证明了系统（"）的解是一致最终有

界的。 证毕

推论 ! 设连续函数 #（ %，’）满足

"）!"（$’$）%#（%，’）%!!（$’$），对$’$’
. 成立，!"，!! " (；

!）!" # （"）%, $（ %）!’（$’$），其中 &（ )）’
#，$（ %），" / &（ )），!’ " ( 可积；

’）若(
)

%#
$（ %）+ " ) ，则系统（"）的解对 . 一致

最终有界。

证明 事实上，由条件 "）可得到

$’$% ! ,"
!（#（ %，’））

则条件 !）变为

!" # （"）%, $（ %）!’（$’$）%
, $（ %）!’（! ,"

!（#（ %，’）））

由此，与定理 ! 类似可以证得结论成立。 证毕
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注! 事实上只要 !（ "）’"，其它条件不变，就可

得到与定理 # 相同的结论。当 !（ "）# #，则由推论得

到经典的系统的解对 $ 一致最终有界的结论［$］。

例 考虑以下系统

%%#
%" #（ & # ’ &’( "

# ’ ")
）%# ’ &’( "

# ’ ")
%)

%%)
%" # *+& "

# ’ ")
%# ’（ & # ’ &’( "

# ’ ")
）%{

)

的有界性。

由系统的特点，作出相应的 ( 函数

( # #
)（%)# ’ %))）

则有

%(
%" #（ & # ’ &’( "

# ’ ")
）%)# ’ &’( "

# ’ ")
%#%) ’ *+& "

# ’ ")
%#%) ’

（ & # ’ &’( "
# ’ ")

）%)) %（ & # ’ &’( "
# ’ ")

）（%)# ’ %))）’

%)# ’ %)) # &’( "
# ’ ")

（%)# ’ %))）# ) &’( "
# ’ ")

(

令 !（ "）# &’( "
# ’ ")

，)（(）# )(，显然 !（ "）和 )（(）满

足定理 # 的条件，则由定理 # 得出所给系统是有界

的。

这里可看到随着 " 的变化，( 函数的导数不断变

号，突破了以往要求其负定或常负的限制。
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