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渐近非扩张映象的粘性逼近序列的强收敛定理
!

李 沛 瑜

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 %###%B）

摘! 要：假设 !是具有一致 CD=;/-E可微范数的实 F/./@3空间，"是 !的非空闭凸子集，# G """是压缩映象，$ G "

""是渐近非扩张映象。设粘性逼近序列｛%&｝定义为 %& H I J !& #（’&）H（I K !&）$
&’&，’& J "&%& H（I K "&）$

&%&（#&$
#），其中 !&%［#，I］，"&%［#，I］。本文给出了｛%&｝强收敛于 $的不动点的充要条件：若｛!&｝满足如下条件：068&"L

!& J

#，&
L

& J #
!& J L，定义一簇压缩映象 (& G """为 (&（ )）J（I K *&）#（ )）H *&$

&)，)%"，其中 *& J
+& K !
,& K !
，+&%（!，I）（& J I，

"，⋯），068
&"L

+& J I 且 ,"& K I’（I K *&）
"，#&$&#，设 )&%"是 (& 的唯一不动点，即 )& J (&（ )&）J（I K *&）#（ )&）H *&$

&)&，

#&$I，若 068
&"L
(%& K $%&( J # 且｛)&｝强收敛于 )!%-（$），则｛%&｝强收敛于 )!%-（$）的充分必要条件是｛’&｝有界。

本文的结果不仅是对 M;6@3公开问题的解答，而且是对 M;6@3［IN"］、?36,O6和 P/Q/3/<36［R］、张石生［%］相应结果的推广。
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! ! M;6@3［IN"］在 ITB% 年和 IT$R 年提出如下公开问题：设 !是 F/./@3空间，"是!中一非空弱紧凸集且"关
于非扩张映象具有不动点性质，$ G"" "是 !中非扩张映象，#%#，’% "，对于序列｛%&｝，%&.I / !&’ .（I 0

!&）$%&，&$#，问是否存在｛!&｝%［#，I］，使得｛%&｝收敛于非扩张映象 $的一个不动点？M;6@3［I1"］在ITB%年
和 IT$R年证明了当 !是一个一致光滑 F/./@3空间时，存在｛!& / &0!｝，!%（#，I），使得｛%&｝收敛于非扩张

映象 $的一个不动点。V6==8/..［*］在 ITT" 年证明了当 ! 是一个 W60X;(= 空间，且｛!&｝%［#，I］满足条件：

I）!& " #；"）&
L

& / #
!" " L；R）&

L

& / #
2 !&.I 0 !& 2 3 L 时，｛%&｝收敛于非扩张映象 $的一个不动点。M;6@3［U］在

ITT% 年把V6==8/..的结论推广到某些具有一定限制条件的 F/./@3空间。?36,O6和 P/Q/3/<36［R］在ITTB年把
V6==8/..的结论推广到具有一致 CD=;/-E可微范数的实 F/./@3空间。Y,-Z/16［B］在 "###年首先引入了一种
粘性逼近序列 %&.I / !&.I #（%&）.（I 0 !&.I）$%&，&$ #，并得到其强收敛定理。张石生教授［%］在 "##B年把文
献［*］中的结论从非扩张映象推广到了渐近非扩张映象。
受上述文献启发，本文主要目的是将张石生教授［%］在 "##B 年提出的两步逼近序列｛%&｝改进为两步粘

性逼近序列｛%&｝，并研究其强收敛性。

I 预备知识

设 !是实 F/./@3空间，其对偶空间为 !!，映象 4是从 !到 "!! 的正规对偶映象，即 4（%）/｛#% !! G
〈%，#〉/ (%(·(#(，(%( / (#(｝，#%% !，其中，〈!，!〉是 !与 !! 之间的广义对偶对。
定义 I［%］ 设!是F/./@3空间，"是!中一非空子集，映象$ G"""，若存在序列｛,&｝)［I，L）且068&"L

,& / I，

使得($&% 0 $&’(’ ,&(% 0 ’(，#%，’% "，&$ I，则称 $是渐近非扩张映象。
定义 "［%］ 设 !是 F/./@3空间，"是 !中一非空子集，映象 # G"" "，若存在常数 !%（#，I），使得(#（%）0
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!（"）(’ !(# $ "(，##，"% %，则称 ! !%" %是一个压缩映象。

定义 "［#］ 设 & ’｛#% ( !(#( ’ $｝，若#"% &，极限%&’
)"(

(# * )"( $ (#(
) ，#% &一致存在，则称

(的范数是一致 )*+,-./可微的。
定义 # 设 (是 0-1-23空间，%) (是一非空闭凸子集，! !%" %是一个压缩映象，+ !%" %是渐近非扩

张映象，其渐近参数｛,-｝)［$，(）且%&’
-"(

,- ’ $，则两步粘性逼近序列｛#-｝定义为

#-*$ ’ !- !（"-）*（$ $ !-）+
-"-

"- ’ "-#- *（$ $ "-）+
-#-，#-${ 4

，｛!-｝)［4，$］，｛"-｝)［4，$］ （!）

引理 $［5］ 设 (是一个具有一致 )*+,-./可微范数的实 0-1-23空间，则正规对偶映象 .是单值映象且在
(中任一有界子集上从 (上的强拓扑到 (! 上的弱! 拓扑是一致连续的。
引理 6［7］ 设 (是一个实 0-1-23空间，则##，"% (，下面不等式成立。
（-）(# * "(6 ’(#(6 * 6〈"，/（# * "）〉，#/（#，"）% .（# * "）；
（8）(# * "(6 $(#(6 * 6〈"，/（#）〉，#/（#）% .（#）。
引理"［$4］设｛0-｝，｛1-｝，｛2-｝是"个非负实数列，满足下列条件：0-*$’（$ $ #-）0- * 1- * 2-（#-$ -4），

#- %［4，$］，&
(

- ’ $
#- ’ (，1- ’ 3（#-），&

(

- ’ $
2- 4 (，其中，-4 是某非负整数，则%&’

-"(
0- ’ 4。

6 主要结果
定理 $ 设 (是一个具有一致 )*+,-./可微范数的实 0-1-23空间，%) (是一非空闭凸子集，! !%" %是

一个压缩映象，压缩系数为 !，+ !%" %是渐近非扩张映象，其渐近参数｛,-｝)［$，(），%&’-"(
,- ’ $且&

(

- ’ $
（,- $

$）4 (，5（+）’｛#%% !# ’ +#｝非空。对任意给定的 #4%%，设｛#-｝，｛"-｝按照（!）所定义，其中｛!-｝)［4，

$］，｛"-｝)［4，$］，且｛!-｝满足如下条件：%&’-"(
!- ’ 4，&

(

- ’ $
!- ’ (。定义一簇压缩映象 6- 7%"%为6-（ 8）’（$

$ 9-）!（ 8）* 9-+
-8，8% %，其中 9- ’

)- $ !
,- $ !
，)- %（!，$）（- ’ $，6，⋯），%&’

-"(
)- ’ $ 且 ,6

- $ $ ’（$ $ 9-）
6，

#-$ -4。设 8- % %是 6- 的唯一不动点，即

8- ’ 6-（ 8-）’（$ $ 9-）!（ 8-）* 9-+
-8-，#-$ $ （$）

若 %&’
-"(
(#- $ +#-( ’ 4且｛8-｝强收敛于 8! % 5（+），则｛#-｝强收敛于 8! % 5（+）的充分必要条件是｛"-｝有

界。

证明 若｛#-｝强收敛于 8! % 5（+），因为 + !%" %是渐近非扩张映象，由（!）得

("- $ 8!( ’ ("-（#- $ 8!）*（$ $ "-）（+-#- $ 8!）(’ "-(#- $ 8!( *（$ $ "-）,-(#- $ 8!( ’
,-(#- $ 8!( " 4（-" (） （6）

即%&’
-"(

"- ’ 8!。故｛"-｝有界，必要性得证，下面证明充分性。

设｛"-｝有界，首先证明｛#-｝，｛+
-#-｝，｛+

-"-｝都有界。因为%&’
-"(

,- ’ $，故｛,-｝有界。由（$）有

(#-*$ $ 8!( ’ (!-（ !（"-）$ 8!）*（$ $ !-）（+-"- $ 8!）(’
!-(!（"-）$ !（ 8!）( * !-(!（ 8!）$ 8!( *（$ $ !-）,-("- $ 8!( ’

!-!("- $ 8!( * !-(!（8!）$ 8!( *（$ $ !-）,-("- $ 8!(’(!（8!）$ 8!( * ,-("- $ 8!(，#-$ 4
从而｛#-｝有界。又因为(+-#- $ 8!( ’ ,-(#- $ 8!(，(+-"- $ 8!( ’ ,-("- $ 8!(（- $ 4），故｛#-｝，

｛+-#-｝，｛+
-"-｝都有界。

现证%&’ 9.:
-"(
〈 !（ 8!）$ 8!，.（#- $ 8!）〉’4。由（$）式有 #- $ 8: ’（$ $ 9:）［#- $ !（ 8:）］* 9:（#- $ +:8:），

#-$ 4，:$ $，由引理 6（8），得
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!!
"(#$ % &"’"(

! ( (（#$ % ’"）%（" % !"）［#$ % )（ ’"）］(
! $

(#$ % ’"(
! % !（" % !"）〈#$ % )（ ’"），*（#$ % ’"）〉(

(#$ % ’"(
! % !（" % !"）〈#$ % ’" + ’" % )（ ’"），*（#$ % ’"）〉(

［" % !（" % !"）］(#$ % ’"(
! + !（" % !"）〈 )（ ’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉

由上式变形得

〈 )（ ’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉’
" % !!"

!（" % !"）
(#$ % ’"(

! +
!!
"

!（" % !"）
(&"’" % #$(

! (

!!" % "
!（" % !"）

［(&"’" % #$(
! % (#$ % ’"(

!］+
" % !"

! (&"’" % #$(
! ’

!!" % "
!（" % !"）

［（(&"’" % &"#$( + (&"#$ % #$(）
! % (#$ % ’"(

!］+
" % !"

! (&"’" % #$(
! ’

!!" % "
!（" % !"）

［（,"(’" % #$( + (&"#$ % #$(）
! %

(#$ % ’"(
!］+

" % !"

! (&"’" % #$(
! (

!!" % "
!（" % !"）
［（,!" % "）(’" % #$(

! + !,"(’" % #$(·(&"#$ % #$( +

(&"#$ % #$(）
!］+

" % !"

! (&"’" % #$(
! （#）

因为｛#$｝和｛’$｝有界，(&"’" % #$(’(&"’" % ’!( + (#$ % ’!( ’ ,"(’" % ’!( + (#$ % ’!(，故
｛(&"’" % #$(｝也有界。设 - ( $%&"$"，$$’｛(&"’" % #$(，(’" % #$(，(#$ % ’!(｝. (，则（#）式可写为

)〈)（’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉’
!!" % "

!（" % !"）
｛（,!" % "）-! + !,"-(&"#$ % #$(

! +(&"#$ % #$(
!｝+

" % !"

! -!（*）

现用数学归纳法证明+,-
$"(
(&"#$ % #$( ( ’，#"$ "。当 " ( "时，+,-

$"(
(#$ % &#$( ( ’成立；假设当 "$ "

时，+,-
$"(
(&"#$ % #$( ( ’，由(&"+"#$ % #$(’(&"+"#$ % &"#$( +(&"#$ % #$(’ ,"(&#$ % #$( +(&"#$ %

#$(，得 +,-
$"(
(&"+"#$ % #$( ( ’，归纳得证。由于 ,!$ % " ’（" % !$）

!，#$$ $’，由（*）式得

+,- $%&
$"(
〈)（’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉’

!!" % "
!（" % !"）
（,!" % "）-! +

" % !"

! -! ’（!!" % "）
" % !"

! -! +
" % !"

! -! (

（" % !"）!"-
!，#"$ "，#! / ’，*0，当 $$ 0时，〈 )（ ’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉’（" % !"）!"-

! + !，"$ "。
又因为 ’$强收敛于 ’!，1是具有一致./012%3可微范数的实 425267空间［""2"#］，由引理"知正规对偶映象 *是

单值映象且在 1中任一有界子集上从 1上的强拓扑到 1! 上的弱! 拓扑是一致连续的，故有
+,- $%&

""(
〈 )（ ’"）% ’"，*（#$ % ’"）〉(〈 )（ ’!）% ’!，*（#$ % ’!）〉’ !，#$$ 0，由此得

+,- $%&
$"(
〈 )（ ’!）% ’!，*（#$ % ’!）〉’ ’ （8）

令 "$ ( -23｛〈 )（ ’!）% ’!，*（#$ % ’!）〉，’｝$’，#$$’，现证+,-
$"(

"$ ( ’。事实上，由（8）式知，#! / ’，

*$"，使得〈 )（ ’!）% ’!，*（#$ % ’!）〉. !，#$$ $"，即 ’ ’ "$ . !，#$$ $"，由 !的任意性，+,-
$"(

"$ ( ’。由

引理 !（3）和（!），有
(#$+" % ’!(

! ( (#$（ )（4$）% ’!）+（" % #$）（&
$4$ % ’!）(

! ’
（" % #$）

!(&$4$ % ’!(
! + !#$〈 )（4$）% ’!，*（#$+" % ’!）〉’

（" % #$）
!,!$(4$ % ’!(

! + !#$〈 )（4$）% ’!，*（#$+" % ’!）〉，#$$ ’ （9）
考虑（9）式的右边第 " 项，由（!）式得
（" % #$）

!,!$(4$ % ’!(
!’（" % #$）

!,*$(#$ % ’!(
! (（" % #$）

!(#$ % ’!(
! +（" % #$）

!（,*$ % "）(#$ % ’!(
!’

（" % #$）
!(#$ % ’!(

! +（,$ % "）·5" （:）
其中，5" ( $%&$$’｛（,

#
$ + ,!$ + ,$ + "）·(#$ % ’!(

!｝。由（9）式和（:）式得
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(!"#! $ %!(
"’（! $ !"）

"(!" $ %!(
" #（&" $ !）’! # "!"〈(（)"）$ %!，*（!"#! $ %!）〉’（! $ !"）

"(!" $ %!(
" #

（&" $ !）’! # "!"〈(（)"）$ (（%!）# (（%!）$ %!，*（!"#! $ %!）〉’（! $ !"）
"(!" $ %!(

" #（&" $ !）·’! #

!"!（()" $ %!(
" # (!"#! $ %!(

"）# "!"〈 (（ %!）$ %!，*（!"#! $ %!）〉’
（! $ !"）

"(!" $ %!(
" #（&" $ !）·’! # !"!（&"(!" $ %!(

" # (!"#! $ %!(
"）# "!"""#!

故

（! $ !"!）(!"#! $ %!(
" ’（! $ "!" # !"&"!）(!" $ %!(

" # !"
"(!" $ %!(

" # "!"""#! #（&" $ !）·’! ’
（! $ "!" # !"&"!）(!" $ %!(

" # !"（!"’! # """#!）#（&" $ !）·’! （#）
因$%&

""’
!" + (，故*""，使得 ! $ !"! , ! - "，#"$ ""。由（#）式得

(!"#! $ %!(
" ’

! $ "!" # !"&"!
! $ !"!

(!" $ %!(
" # "!"（!"’! # """#!）# "（&" $ !）’! （)）

又因为｛&"｝)［!，’），$%&""’
&" + !，故*"*，使得 &" . ! - !，#"$ "*。取 /! + &+,｛""，"*｝，当 "$ /!时，有

! $ "!" # !"&"!
! $ !"!

+ ! $
"!" $ !"&"! $ !"!

! $ !"!
’ ! $

"!" $ !" $ !"!
! $ !"!

’ ! $ !"（! $ !）

再考虑（)）式，当 "$ /! 时有
(!"#! $ %!(

" ’［! $ !"（! $ !）］(!" $ %!(
" # "!"（!"’! # """#!）# "（&" $ !）’! （!(）

记 0" + (!"#! $ %!(
"，#" + !"（! $ !），1" + "!"（!"’! # """#!），2" + "（&" $ !）·’!，易知&

’

" + !
#" + ’，

1" + 3（#"），&
’

" + !
2" . ’，故由引理 * 得$%&

""’
(!" $ %!( + (。因此｛!"｝强收敛于 %! % 4（5），充分性证毕。

注 ! 在定理 !中，取 $" + !，则粘性逼近序列｛!"｝由 !"#! + !" (（!"）#（! $ !"）5
"!"（#"$ (）确定，相

应结论仍成立。

注" 在定理 !中，若取 (（!）+ )，#!% 6，其中 )是 6中给定的一点，则 ( -6" 6是压缩映象，且压缩系
数为 ! + (，所得结果即为张石生教授［.］的主要成果。
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