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摘! 要：在没有任何凸性结构和线性结构的有限连续空间中引入了 B2CDDE 映象的概念，并在 B2C空间中证明了一

个新的非空交定理，利用该非空交定理证明了一个新的不动点定理，再利用该不动点定理以及 H(,-I;( 不动点定理

和连续单位分解定理在 B2C空间中证明了一个具有 B2CDDE 映象的 B2CDDE 定理和 B2C空间截口定理，并将所得结

果应用于重合点问题的研究，证明了一个 B2C空间中新的重合点定理，推广了近期的相关文献。
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! ! GK"K 年，D./<=;(，D-(/=,I<N6 和 E/O-(N6;I6@O 建

立了著名的 DDE 定理，很多学者已从不同方向对

其进行推广和改进。近年来，?) P/(N，Q) D68，R) 9)
A;(8/ 以及 S) P) T6.4 等对 DDE 定理进行了重大的

推广［G U L］。受此启发，本文引进和证明了一个新的

DDE 型定理，给出截口定理在 B2C空间的推广，并将

所得结果应用于重合点问题的研究。

G 基本定义及引理

设 ! 和 " 是两个非空的集合，用〈!〉和 "" 分别

表示 ! 的一切非空有限子集的簇和 " 的所有子集的

簇，对每个 #"〈!〉， # 表示 # 的基数，!$ 表示以

%#，%G，⋯，%$ 为顶点的 $ 维单形，!& 表示顶点｛%’ V ’"
&｝的凸包，其中 & 为｛#，G，⋯，$｝的非空子集。

定义 G［$］ 称（!，｛"#｝）为有限连续空间（简称

为 B2C 空间），若 ! 为拓扑空间，且对每一个 # (
｛)#，)G，⋯，)$｝"〈!〉，都存在连续映象 "# V !$ #
!。*$!是!的B2C子空间，如果对每一个# (｛)#，

⋯，)$｝"〈!〉和 每 一 个｛)+#，⋯，)+,｝$ # % *，

"#（!,）$*，这里!, ( @,（｛%+’ V ’ ( #，⋯，,｝），显然

B2C 空间（!，｛"#｝）的每一个 B2C 子空间也是一个

B2C 空间。

注 G B2C 空间是一种没有任何凸性结构和线性

结构的拓扑空间，它包括了所有抽象凸空间作为特

例。

定义 "［K］ 设 - 为拓扑空间 ! 的子集。称 - 在 !

内是紧开（紧闭）的，如果对!的每一非空紧子集.，

有 -% . 在 . 中是开（闭）的。

定义M［F］ 设!，"是二拓扑空间。/ V !#"" 为集

值映象

G）/ 称为转移开映象，如果对任意 ) " ! 及任

意 0" /（)），存在 )1" !，使得 0" 6.=（/（)1））；

"）/ 称为转移闭映象，如果对任意 ) " ! 及任

意 0& /（)），存在 )1" !，使得 0& /（)1）。

定义 %［G#］ 设 ! 是一个非空集合，（"，｛"#｝）是

一 B2C空间，称映象 / V !#"" 是一个 RCDDE 映象，

如果对任意｛)#，)G，⋯，)$｝"〈!〉，都存在

# ( ｛0#，0G，⋯，0$｝"〈"〉

使得对任意

｛+#，+G，⋯，+,｝$｛#，G，⋯，$｝

有 "#（!,）$’
,
’ ( #/（)+’），其中 !, 是 !$ 的以｛%+#，%+G，

⋯，%+,｝为顶点的标准 ,2 维子单形。

定义 * 设（!，｛"#｝）是 B2C 空间，" 是非空集

合，3，/ V !# "" 是二映象，若对任意

# ( ｛)#，)G，⋯，)$｝"〈!〉，

都有 /（"#（!$））$’
$

+ ( #
3（)+），则称 3 是关于 / 的

B2CDDE 映象。

引理G［GG］ 设!和"是两拓扑空间，4 V !#"" 是

集值映射，则下列两个条件等价

G）45G 是转移开值的且对任意 ) " !，4（)）是
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非空的；

!）! "’｛"#$ #$%（%）& %" &｝。

引理!［%!］ 设!和&是两拓扑空间，# & !#!& 是

集值 映 射， 那 么 # 是 转 移 闭 值 的 当 且 仅 当

%’"!#（’）"%’"! #（’）。

引理 ’ 设 ! 是非空集合，（&，｛!(｝）是 ()* 空

间，｛)+，)%，⋯，)*｝是 & 中紧开子集簇，且 & "’
*

+ " +
)+，

则对任意｛’+，’%，⋯，’*｝"〈!〉，存在

( " ｛%+，%%，⋯，%*｝"〈&〉

和

｛++，+%，⋯，+,｝$｛+，%，⋯，*｝，

使得 !(（",）%（%
,

- " +
)+-）()。

证明 假设结论不真，则存在｛’+，’%，⋯，’*｝"
〈!〉，使得对任意

( " ｛%+，%%，⋯，%*｝"〈&〉

和

｛++，+%，⋯，+,｝$｛+，%，⋯，*｝

有 !(（",）%（%
,

- "+
)+-）" )。令 !+ "｛’+，’%，⋯，’*｝"

〈!〉，定义 . & !+ # !& 如下：对每一个 +"｛+，%，⋯，

*｝，.（’+）" & ,)+，因为 )+ 是 & 的紧开子集，因此

.（’+）在 & 中紧闭。由于对任意

｛++，+%，⋯，+,｝$｛+，%，⋯，*｝，

!(（",）%（%
,

- " +
)+-）" )

于是

!(（",）$’
,

- " +
（& ,)+-）"’

,

- " +
.（’+-），

而（&，｛!(｝）是 ()* 空间，即 . & !+ # !& 是 -*../

映象，由文献［%+］中定理 !/ % 的证明易知 %
*

+ " +
.（’+）

()。则

’
*

+ " +
)+ "’

*

+ " +
（& ,.（’+））" & , %

*

+ " +
.（’+）( &，

这与 & "’
*

+ " +
)+ 矛盾，故结论成立。 证毕

定理% 设（!，｛!(｝）是()*空间，0$!是非空

紧 ()* 子空间，) & 0# !0 是集值映象且对任意 ’"
0，)（’）是 ! 的非空 ()* 子空间，)$% & 0# !0 是转

移开的，则存在 *’" 0，使得 *’" )（*’）。

证明 由)$% 转移开及对任意 ’"0，)（’）()，

由引理 % 知 0 " ’
’"0

"#$ )$%（’）。

由 0 是紧的，故存在｛’+，’%，⋯，’*｝"〈0〉，使

得 0 "’
*

+ " +
"#$ )$%（’+），令1（’）" "#$ )$%（’），由引理

’ 知，存在

｛’+，’%，⋯，’*｝"〈0〉

和

｛++，+%，⋯，+,｝$｛+，%，⋯，*｝，

使得 !(（",）%（%
,

- " +
1（’+-））()。任取

*’" !(（",）%（%
,

- " +
1（’+-）），

则 ’+-" 1$%（*’），- " +，%，⋯，,。因为 1$%（*’）$ )（*’）

及 )（*’）是 ! 的 ()* 子空间，故

*’" !(（",）$ )（*’） 证毕

定理! 设!是紧拓扑空间，（&，｛!(｝）是 ()*空

间，0 是 & 中的非空集，2 & !# !0 满足条件

%）对任意 ’"!，2（’）是 &的非空 ()*子空间；

!）2$% & 0# !! 是转移开的

则存在 ("〈0〉及连续映象 # & !# &，使得

#（’）" 2（’），+’" !。

证明 因 2$% 转移开及对任意 ’"!，2（’）()，

由引理 % 知 ! " ’
%"0

"#$ 2$%（%）。

因 ! 紧， 故 存 在 ! 的 有 限 子 覆 盖 ｛"#$
2$%（%+）｝*

+ " +，设｛#+｝
*
+ " + 是与｛"#$ 2$%（%+）｝*

+ " + 相对应

的连续单位分解，定义映象 # & ! # "* 为 #（’）"

,
*

+ " +
#+（’）3+，’" !，则 # 是连续的。令 ( " ｛%+，%%，

⋯，%*｝"〈0〉，由（&，｛!(｝）是 ()* 空间，故存在连

续映象 !( & "*# &，从而 # " !( - # & !# & 是连续

映象，对任意 ’" !，令

4（’）" ｛-"｛+，%，⋯，*｝& #-（’）( +｝，

则

#（’）" ,
-"4（’）

#-（’）3- " "4（’），

且 ’" "#$ 2$%（%-），- " 4（’）。于是 %- " 2（’），- "
4（’）。由 2（’）是 & 的 ()* 子空间知，

0 #（’）" !( - #（’）" !(（"4（’））$ 2（’）。 证毕

! 主要结果

!/ % ()*../ 定理

定理’ 设（!，｛!(｝）是 ()*空间，0是! 中的非

空紧 ()* 子空间，& 是一拓扑空间，2 & 0# & 是连续

映象，5 & 0# !& 满足条件

%）5 是关于 2 的转移闭的 ()*../ 映象；

!）对任意 %" &，0 ,5$%（%）是 ! 的 ()* 子空间

则 2（0）%（%
’"0

5（’））()。

证明 假设结论不成立，则
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!（"）%（%
#""

$（#））% )，

因 $ 是转移闭的，由引理 ! 知，

!（"）%（%
#""

$（#））% )，

因而对任意 &"!（"），存在 #’""，使得 && $（#’），

定义映象

( " )# !"，(（&）% " #$*$（&），

现考察映象 ( - ! " " # !"，易知对任意 # " "，

(（!（#））是 + 的非空 %&’ 子空间，而且有

’
#""

()*（( - !）*$（#）% ’
#""

()*!*$（(*$（#））%

’
#""

()*!*$（) #$（#））.’
#""

()*!*$（) # $（#））%

’
#""

!*$（) # $（#））% !*$（’
#""

（) # $（#）））%

!*$（) # %
#""

$（#））. !*$（!（"）# %
#""

$（#））% "

于是（( - !）*$ " "# !" 是转移开的，由定理 $
知，存在 *#" "，使得

*#" (（!（*#））% " #$*$（!（*#）），

由 " #$*$（!（*#））是 + 的 %&’ 子空间，故存在

, % ｛#+，#$，⋯，#-｝"〈" #$*$（!（*#））〉，

使得*#"!,（"-），于是有!（*#）&’
-

. % +
$（#.），这与 $是

关于 ! 的 %&’,,- 映象矛盾。 证毕

!/ ! 截口定理

定理. 设（+，｛!,｝）是 %&’ 空间，) 为 + 中的非

空紧 %&’ 子空间，设 0，1 是 ) 2 ) 中的集合，3，4 满足

条件

$）+&" )，｛#" ) "（4（#），3（&））" 0｝是闭

的；

!）+# " )，｛& " ) "（4（#），3（&））& 0｝或

（+#" )，｛&" ) "（4（#），3（&））& 1｝）是 + 的 %&’
子空间，且+#" )，｛&" ) "（4（#），3（&））& 0｝$
｛&" ) "（4（#），3（&））& 1｝；

/）+#" )，（4（#），3（#））" 1
则存在 *#" )，使得｛4（*#）2 3（)）｝$ 0。

证明 假设结论不成立，则对任意 # " )，存在 &
" )，使得（4（#），3（&））& 0。现记

0（&）% ｛#" ) "（4（#），3（&））& 0｝，

则 ) %’
&")

0（&），因 ) 紧，故存在｛&+，&$，⋯，&-｝$ )，

使得 ) %’
-

. % +
0（&.），设 5+，5$，⋯，5- 是 与 0（&+），

0（&$），⋯，0（&-）相对应的连续单位分解，定义映象

( " )# "- 为 (（#）% ,
-

. % +
5.（#）6.，#" )。

显然 ( 连续，令

, % ｛&+，&$，⋯，&-｝"〈)〉，

由)是%&’子空间，从而（)，｛!,｝）是%&’空间，故存

在连续映象 !, " "-# )，于是 ( - !, " "-# "- 是连

续映象，由 0123451 不动点定理，存在 5" "-，使得 5
% ( - !,（5），令*7 % !,（5），则

*7 % !,（5）% !, - ( - !,（5）% !, - (（*7）（$）

(（*7）% ,
8"9（*7）

58（*7）68 " "9（*7） （!）

其中

9（*7）% ｛8"｛+，$，⋯，-｝" 58 ( +｝，

于是+8" 9（*7）有*7" 0（&.），从而

&. "｛&" ) "（4（*7），3（&））& 0｝，8" 9（*7）
由条件 !）及（$）、（!）式，有

*7 % !, - (（*7）" !,（"9（*7））$
｛&" ) "（4（*7），3（&））& 1｝

故（4（*7），3（*7））& 1，这与条件 /）矛盾。 证毕

注 ! 定理. 是文献［$/］中定理6/ 7/ $ 在 %&’空

间的推广。

定理 6 设 : 是局部凸的 893:;21<< 拓扑线性空

间，（;，｛!,｝）是 %&’ 空间，)( +$ :，)( )$ ;
为 %&’ 子空间，设 0，1$ + 2 )，4 " +# +，3 " )# )
均为连续映象，且满足条件

$）+&" )，｛#" + "（4（#），3（&））" 0｝为闭

集；

!）+#"+，｛&") "（4（#），3（&））&0｝$｛&"
) "（4（#），3（&））& 1｝；

/）+#" +，｛& " ) "（4（#），3（&））& 0｝（ 或

｛&" ) "（4（#），3（&））& 1｝）是 %&’ 子空间；

.）存在 1 的子集 <，其为 + 2 ) 中的闭集，且存

在 + 之一紧凸集 =，使得对任意 & " )，｛# " = "
（4（#），&）" <｝是非空凸的

则存在 *#" =，使得｛4（*#）｝2 3（)）$ 0。

证明 假设结论不成立，即对任意 # " =，存在 &
" )，使得｛4（#）｝2 3（&）& 0，记

0（&）% ｛#" = "（4（#），3（&））& 0｝，

则其为开集，且 #" 0（&），因而 =$’
&")

0（&），由于 =

紧，故存在

｛&+，&$，⋯，&-｝$ )，

使得

= %’
-

. % +
（0（&.）% =），

设与之相应的连续单位分解为 5+，5$，⋯，5-，定义映

象

( " =# "- 为 (（#）% ,
-

. % +
5.（#）6.，#" =。
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显然 ! 连续，令

" # ｛$!，$"，⋯，$%｝"〈&〉，

由 & 是 #$% 空间，故存在连续映象 !" & "%# &，从而

!" - ! & ’# & 是连续的，再令

( & ’# ’’，(（)）# ｛*" ’ &（+（*），

, - !" - !（)）" -｝，)" ’，

则对任意 )" ’，(（)）是 ’ 中的非空闭凸集，因 , -
!" - ! 与 + 均连续，故 ()*+,（(）闭，因而 ( 是上半连

续的，于是由文献［"-］中的./012345)(不动点定理，

( 在 ’ 中存在不动点 *)，因此

（+（*)），, - !" - !（*)））" -$ .，

令

/（*)）# ｛0"｛!，"，⋯，%｝& 10（*)）( !｝，

则

!（*)）# ,
0"/（*)）

10（*)）20 " "/（*)），

且+0" /（*)），有

$0 "｛$" & &（+（*)），,（$））& 3｝，

从而

!" - !（*)）" !"（"/（*)））$
｛$" & &（+（*)），,（$））& .｝，

即（+（*)），, - !" - !（*)））& .，矛盾。 证毕

注 6 定理 7 是文献［"6］中的定理 74 84 - 在 #$%
空间的推广。

’4 6 对重合问题的应用

定理8 设（5，｛!"｝）是 #$%空间，6是5 中的非

空紧 #$% 子空间，& 是一拓扑空间，( & 6# & 是连续

映象，7 & 6# ’& 满足条件

"）7 是转移开的，且 +$ " &，78"（$）是 5 的

#$% 子空间；

’）(（6）$ 7（6）

则存在 *)" 6，使得 (（*)）" 7（*)），即 *) 是 ( 与 7 的

重合点。

证明 因 (（6）$ 7（6），故

(（6）%（%
)"6

（& 97（)）））# )，

令 !（)）# & 97（)），由条件 "），! & 6# ’& 是转移闭

映象，且对任意 $ " &，6 9!8"（$）是 #$% 子空间，由

定理 6，! 不是关于 ( 的 #$%::; 映象，故存在｛)!，

)"，⋯，)%｝"〈6〉，使得

(（!"（"%））/’
%

9 # !
!（)9）# & 9 %

%

9 # !
7（)9），

从而存在 *)" !"（"%），使得 (（*)）"%
%

9 # !
7（)9），故

)9 " 78"（(（*)）），9 # !，"，⋯，%，

因 78"（(（*)））是 #$% 子空间，得知 *)" 78"（(（*)））。

证毕
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;*K, =L*/ =++/，"TT’，"X!：-7X%-X"F

［X］?C\. ^ BF .5L5)*/0M5P E%::; DY+5 D,5H)5I3 0L E%1HLW5Q
G+*15 O0K, =++/01*K0HL3［ S］F $HI+JK5)3 ;*K, =++/01，

’!!’，-6："’-T%"’7UF
［U］?C\. ^ BF ;*Q0I*/ A/5I5LK3 D,5H)5I3 0L B)HPJ1K #$%

3+*153 *LP .5L5)*/0M5P .*I53［S］F S ;*K, =L*/ =++/，’!!7，

6!7：’T%-’F
［T］?C\. ^ BF \5O V%::; D,5H)5I3 *LP D,50) =++/01*K0HL3

KH .5HI5K)01 B)H+5)KY，$H0L10P5L15 D,5H)5I3，;0L0I*Q
CL5RJ*/0K053 *LP ;*Q0I*/ A/5I5LK3［S］F S BJ)5 =++/ ;*K,，

"TT7，’8（"）："%"TF
［"!］邓方平，丁协平F 拓扑空间中的 ::; 选择与 ::; 定理

［S］F 四川师范大学学报（ 自然科学版）’!!7，’U（-）：

-!’%-!-F
［""］EC\ E SF =++/01*K0HL3 HN * #0Q5P BH0LK D,5H)5I 0L .%$HL%

W5Q G+*15［ S］F \HL/0L5*) =L*/Y303：D,5H)Y ;5K,HP3 *+%
+/01*K0HL3，’!!"，-8：8!"%8!UF

［"’］$V=\. G G，EAA < G，_[ ^ ，5K */F @L K,5 .5L5)*/%
0M5P ]J*30W*)0*K0HL*/ CL5RJ*/0KY B)H4/5I3［ S］F S ;*K, =%
L*/ =++/，"TT8，’!6：8U8%8T6F

［"6］张石生F 变分不等式和相补问题理论及应用［;］F 上

海：上海科学技术文献出版社，"TT"F
［"-］.EC$:G<A>. CF = #J)K,5) .5L5)*/0M*K0HL HN K,5 :*2JK*L0

#0Q5P D,5H)5I O0K, =++/01*K0HL KH \*3, ARJ0/04)0JI
BH0LK3［S］F B)H1 =I5) ;*K, GH1，"T7’，（6）："X!%"X-F

- 重庆师范大学学报（自然科学版）‘ ,KK+：a a OOOF 13Q4MF 1HI‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 第 ’7 卷



0000000000000000000000000000000000000000000000

!!" #$%& #’&()&* +,- .&/01(, #’&()&* 1, 234.%+/&5

!"#$ %&’
（!"#$% &’ ()$*"+)$,-.，/",0,)12 3")-*"4. 5&66"2"，/",0,)12 7,-*8)1 9:;;;<，5*,1)）

6750)+/0：=1 ;><>，?1).$"4，?84)$&@.A, )1B ()C84A,"@,-C ".$)D6,.*"B $*" -"6"D4)$"B ??( $*"&4"+ )1B ,$. 2"1"4)6,C)$,&1. )4" &’ ’81E
B)+"1$)6 ,+#&4$)1-" ,1 +&B"41 1&16,1")4 )1)6F.,.% G"-"1$6F +)1F )8$*&4. *)H" )6.& "I$"1B"B ??( +)##,12 )1B ".$)D6,.*"B -&44"E
.#&1B,12 ??( $*"&4"+.、."-$,&1 $*"&4"+.、’,I"B #&,1$ $*"&4"+. )1B -&,1-,B"1-" $*"&4"+. ,1 ."H"4)6 A,1B. &’ .#)-".% =1 $*,. #)#"4 $*"
-&1-"#$ &’ J5E??( +)##,12 ,. ,1$4&B8-"B ,1 ’,1,$"6F -&1$,18&8. $&#&6&2,-)6 .#)-". @,$*&8$ )1F -&1H"I,$F )1B 6,1")4 .$48-$84"% (")1E
@*,6"，) 1"@ 1&1"+#$F ,1$"4."-$,&1 $*"&4"+ ,. #4&H"B ,1 ’,1,$"6F -&1$,18&8. $&#&6&2,-)6 .#)-". @,$*&8$ )1F -&1H"I,$F )1B 6,1")4 .$48-E
$84"% KF )##6F,12 $*" 1&1"+#$F ,1$"4."-$,&1 $*"&4"+ ，@" #4&H" ) 1"@ ’,I"B #&,1$ $*"&4"+ @,$* $4)1.’"4 -6&."B H)68"B +)##,12 ,1 ’,1,$"6F
-&1$,18&8. $&#&6&2,-)6 .#)-". @,$*&8$ )1F -&1H"I,$F )1B 6,1")4 .$48-$84"% L1B ) 1"@ J5E??( $F#" $*"&4"+. @,$* $4)1.’"4 -6&."B H)68"B
+)##,12 )1B ."-$,&1 $*"&4"+. )4" #4&H"B ,1 ’,1,$"6F -&1$,18&8. $&#&6&2,-)6 .#)-". @,$*&8$ )1F -&1H"I,$F )1B 6,1")4 .$48-$84" DF )##6F,12
$*" ’,I"B #&,1$ $*"&4"+，K4&8@"4 ’,I"B #&,1$ $*"&4"+ )1B $*" -&1$,18&8. #)4$,$,&1 &’ 81,$F $*"&4"+ % =1 )##6,-)$,&1，@" 8$,6,C" $*&." 4"E
.86$. $& .$8BF $*" -&,1-,B"1-" #&,1$ #4&D6"+ )1B #4&H" ) 1"@ -&,1-,B"1-" $*"&4"+ @,$* $4)1.’"4 &#"1 H)68"B +)##,12 ,1 ’,1,$"6F -&1$,18E
&8. $&#&6&2,-)6 .#)-". @,$*&8$ )1F -&1H"I,$F )1B 6,1")4 .$48-$84"% 3*"." 4".86$. "I$"1B )1B 2"1"4)6,C" .&+" A1&@1 4".86$.%
!&$ 8()-5：J5E.#)-"；$4)1.’"4 &#"1（-6&."B）H)68"B +)##,12；J5E??( +)##,12；."-$,&1 $*"&4"+；-&,1-,B"1-" $*"&4"+

（责任编辑M 黄M 颖）

NO&841)6 &’ 5*&12P,12 /&4+)6 Q1,H"4.,$F（/)$84)6 7-,"1-"）M M M M M M M M M M R&6% <N /&% <


