
书书书

! "##$ 年 % 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "* 卷 第 " 期 +,-(./0 ,1 23,.456.4 7,(8/0 9.6:;(<6=>（7/=-(/0 ?@6;.@;） A,0) "* 7,) "

浅议导出玻尔量子化条件的驻波条件
!

罗! 光，肖广渝
（重庆师范大学 物理学与信息技术学院，重庆 %###%B）

摘! 要：从教科书中根据直线弦振动的驻波条件，处理电子绕核作圆周运动角动量的量子化问题，导致了与玻尔理
论量子化条件不一致的结论。提出利用驻波的特点和封闭弦振动驻波满足的对称性，得出圆形封闭弦形成驻波的

条件为周长是半波长的偶数倍。利用此条件可以处理电子绕核作圆周运动的角动量量子化问题，从而得出与玻尔

定态理论一致的结论。最后把玻尔定态理论的 C 个假设分别与驻波特点相对应，用驻波的特性解释了电子绕核运
动的能量、角动量的量子化问题。
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! ! 大学物理教材中［EGC］，处理电子绕核运动的角动
量是量子化的这一玻尔量子化条件假设时，一般从

驻波的特征出发得出形成驻波的条件，再联系电子

具有的波动属性，确定出电子的波长，导出角动量是

量子化的，并以此建立了德布罗意波和玻尔理论的

联系，以说明或验证玻尔轨道角动量量子化的条件。

由于把原子定态与驻波联系起来，也使能量量子化

与有限空间驻波的波长和频率的离散性联系起来，

建立了经典理论和量子理论的和谐性。

虽然从量子力学［%］的角度看这种联系待磋商，

但是因为能让学生从较易接受的具体弦振动的简正

模式出发，来理解抽象的量子力学中轨道角动量的

量子化，容易被学生接受。因而很多教材［EGC］都采用

这种方式给出电子具有波动性的属性。然而只要稍

加分析就可以看出，这种联系是不严密的。因为形

成驻波的条件与在建立德布罗意波和玻尔理论的联

系的驻波条件的表达式是不完全相同的。为什么有

那样的区别，没有哪个教材作了相关的解释。因而

细心的读者一旦发现这种不一样，往往陷入模棱两

可的境地，反而使本就艰深的量子力学变得更加令

人费解。

E 由直线弦振动的驻波条件导出的角
动量

! ! 对于具有一定长度且两端固定的弦，根据弦振

动的简正模式可以形成驻波。波长 !!和弦长 "之间
必须满足［*］

" # !
!!

" ! !（! # E，"，C⋯） （E）

事实上，按此条件是无法导出与玻尔理论相一致的

角动量量子化条件的。因为根据德布罗意波的波长

公式，质量为$的电子，以速率 %运动时，其波长!为

! # &
$% （"）

结合（E）式，当 !! # !时，以半径为 ’的圆周运动的
电子的角动量 (为

( # $%’ # ! &
%!
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由（C）式可以看出，这与玻尔理论的角动量量子化
条件的假设［"］

( # ! &
"!
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不一致。

为了避免这种不一致，很多普通物理学教

材［E)C］在作这样的解释时，都把形成驻波的条件改

为

" # !!! （*）
但没有说明理由。由于两端固定的弦形成驻波

的条件是由（E）式确定。在将直线弦弯曲成圆形封
闭弦时，形成驻波的条件就变成了（*）式。因而学生
在碰到上述问题时，大都陷入模棱两可的境地。
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! 圆形封闭弦形成驻波条件
圆形封闭弦的驻波图样可以由直线弦驻波图样

经适当变形似乎很自然地可以得到，如图 " 所示，直
线弦驻波具有的性质封闭弦也应该有。当两端固定

时，波节数 !和波腹数"间的关系为 ! # " $ "，任意
一个波节两边的点的相位相差 !，波长 !! 和弦长 %
之间必须满足（"）式，才能形成驻波。当两端点合在
一点构成封闭弦，即始于同一点，反向沿圆周传播时

（该点为可区分时），与直线弦两端固定时形成驻波

的条件一样，也是（"）式，此时的弦长即为圆周长。
当然根据此条件只能得到描述‘角动量量子化条

件’的（#）式，无法得到与玻尔理论角动量量子化条
件相一致的结果。但是当弦的两端点与其它点无法

区分时，也无需区分时，这时形成驻波的条件与直线

弦形成驻波的条件就不一样了，此时波节数 ! 和波
腹数 "间的关系为 ! $ "，任意一个波节两边的点
的相位相差 !，波长 !! 和弦长 % 间的关系也将有所
变化，端点也成为节点之一，如图 " 中 $和 % 所示以
及图 !所示，根据波节两边点的相位相差 !的关系，
可以看出，图 !所示的情形是不能形成驻波的（因为
节点 " 两边的点的相位是相同的）。由此可以得出，
当两列波起于同一点反向沿同一圆周传播时，要形

成驻波，则波长 !! 和弦长 % 之间满足的关系式（"）
中的 !必须是偶数，在圆周上必须只有偶数个波腹
偶数个波节，才能够形成驻波。电子绕核运动的方式

与圆形封闭弦形成驻波的条件吻合。

图 "& 直线弦驻波过渡到圆形封闭弦驻波示意图
’直线弦驻波示意图；(由直线弦向封闭弦驻波的过渡；$圆周长

等于波长时的封闭弦驻波示意图；%圆周长是波长)倍时的封闭弦驻

波示意图

图 !& 圆形封闭弦端点固定时形成的驻波示意图
’圆周长刚好是半波长时的封闭弦驻波示意图；( 圆周长是半波

长 # 倍时的封闭弦驻波示意图

对于圆形封闭弦，当弦的端点无法（也无须）与

其他点区分时，就有以下两种可能：

"）假如圆周周长 %为电子的德布罗意波长 !的
关系为

% $ !!& $ !
!（!! ’ "） （*）

即圆周长是半波长的奇数倍时，则无法形成驻波。因

为只有奇数个波腹、奇数个波节，根据圆的对称性要

求，在一个圆周上假如是奇数个波腹（或波节），肯

定是不对称，此时波节两边的点的相位相相同。如图

! 所示，比如选择 " 点，就无与它对称的点。这时点 "
就是可以区分的点（其它点也类似，都不具有中心

对称性），就不适合描述电子围绕核运动的特点

———绕核运动、关于中心对称以及无始点和终点

（终点和始点不可分辨）等。

!）要满足电子绕核运动的特点，则要求圆周周
长 %为电子的德布罗意波长 !的整数倍，即

% $ !!& $ !! （+）
如图 " 中 $和 %的情形。这种情况就满足了对称性
要求，此时波节两边的点的相位相差 !，也满足驻波
形成的条件（"）式。
因此，把电子绕核作定态圆周运动看成是德布

罗意几率波的波动，利用封闭弦的简正模式来分析

驻波条件，这时波长 !和弦长 %之间必须满足（+）所
示的关系，利用（!）式，就可以得出与玻尔理论角动
量量子化的条件（)）式相一致的表达式。
在德布罗意物质波的理论中，电子在原子中的

运动对应着一种波动，虽然这是一种几率波，不同于

机械波，但是同样满足波的相关特性，比如干涉、衍

射等。而且利用驻波形成后的特点可以在一定程度

上解释玻尔理论的以下 # 个假设。
’）电子在原子中，可以在一些特定圆轨道上运

动而不辐射电磁波，这时原子处于稳定状态，并具有

一定的能量。对于电子绕核的这种特殊的运动，既

要满足波动，又不辐射能量，这种波动只有形成驻波

时才能同时满足。

(）电子以速度 (在半径为 &的圆轨道上绕核运
动时，只有电子的角动量等于 ) * !! 的整数倍的那
些轨道才是稳定的。从波动属性可以得出，要形成

驻波，此时电子的波长和圆周长间必须满足形成驻

波的条件（,）式，这时电子的角动量刚好等于 ) * !!
的整数倍，正如（)）式所描述的一样。

$）当原子从高能量的定态跃迁到低能量的定
态，要辐射一定频率的光子。根据驻波形成的特

点———波的能量不再作定向传播，只能是动能和势
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能的不断相互转化（机械能守恒），电子绕核运动的

动能和相对核的势能之和（机械能）就是一个确定

的值。当不同的轨道之间发生跃迁时，即是驻波的

封闭弦半径发生了变化，而这种变化由于驻波条件

限制，导致了不连续性，在经典力学中可以推出电子

具有的动能和势能，从而可以得出电子的机械能发

生了相应的变化，机械能的增加量或减少量就对应

了电子将吸收或辐射的能量。由于半径的变化是离

散的，吸收或辐射的能量也是离散的。假如原子是

从高能量的定态跃迁到低能量的定态，则以光子的

形式辐射的能量就是一定的，相应的频率也是一定

的。

! 结论
总之，在分析电子绕核作定态圆周运动，利用振

动的简正模式形成驻波的条件来导出玻尔理论中的

角动量量子化条件的假设时，关键的问题是要搞清

楚直线弦与圆形封闭弦按振动的简正模式形成驻波

所具有的特点。利用圆形封闭弦所具有的中心对称

性，对直线弦形成驻波的弦长与波长满足的条件作

适当的改进，就可以保证在逻辑严密，理论自洽上得

出玻尔理论中角动量量子化的条件，从而能达到让

学生从较熟悉的驻波的特点更充分地理解相对艰深

的量子理论。
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