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两类非线性发展方程组解的爆破和熄灭
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摘! 要：考虑一类非线性双曲抛物耦合方程组和一类非线性反应扩散方程组具有三类边界条件的初边值问题，讨论
它们解的爆破与熄灭。首先在区域 !上建立一个含参数 !的积分，得到一个以 ! 为变量的函数，然后用凸分析的方
法对该函数进行分析。在分析过程中利用了自共轭椭圆算子的特征函数，C/=00 第一、第二公式，,=0>=0 不等式，
DE2F=/不等式等方法。证明了当非线性项、初值函数满足一定的条件，方程组的解必在有限时间内爆破或熄灭，给出
了其解爆破或熄灭的充分条件。给出的充分条件比较简洁，较之繁冗的充分条件，更易于实际应用。
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中图分类号：&%G*) "H；&%G*) H 文献标识码：I! ! ! 文章编号：%BG"J BBHK（"##$）#+J ##KKJ #+

! ! 考察一类非线性双曲抛物耦合方程组的初边值问题
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和一类非线性反应扩散方程组的初边值问题
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其中 ( ’（(%，("，⋯，($）# !$，!为 !$ 中具光滑边界 !! 的有界域；!"!"
，
!+
!"
分别是 "，+ 在 !! 上关于矩阵

（)%&（(））的余法向导数，即!"
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!(%
’->（$，(%），$ ’（$%，$"，⋯，$$）是

!!上单位外法矢；)%&（(）充分光滑，矩阵（)%&（(））对称、正定；#（(）$ #，即相应的边界条件为第一、二、三类
边界条件；*，.是关于 "，"%，+的非线性函数，"#（(），"%（(），+#（(）适当光滑。
关于非线性发展方程解的爆破和熄灭，已有较多文献讨论［%0K］。但关于非线性发展方程组解的爆破和熄

灭的讨论，并不多见［+0G］。本文利用特征函数法，在三类边界条件下讨论了问题（%）、（"）解的爆破和熄灭，同
时也补充和完善了相关文献的结果。
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的第一特征值 #$ $，相应地有特征函数 "（&）* $，且%!"（&）"& " !。

引理 &#（’()*()不等式）设 +（,）：,#［&，’］ !为凸函数，-：.#［’，/］ ［&，’］，0（ .）为连续函数，
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& 主要结果
定理 !# 如果问题（!）满足条件
"）- ) +$ #（, ) 1）) 2 ,. ) 1 3，其中 2 * $，3 * ! 为常数

#）%!"（&）（,!（&）) 1$（&））"& * $

则其解 ,（&，.），1（&，.）必在有限时间内爆破或熄灭。

证明 # 设 4（ .）" %!"［,.（&，.）) 1（&，.）］"&，则
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由 ,-(()第二公式［.］及（!）、（%）式边界条件，知 # # # %!［（"!, 6 ,!"）)（"!1 6 1!"）］"& " $ （/）

又由引理 !，知 # # # # # %!（"- ) ,!" ) "+ ) 1!"）"& " %!"［ - ) + 6 #（, ) 1）］"& （0）

把（/）、（0）式代入（+）式，得 # # # # 45（ .）" %!"［（ - ) + 6 #（, ) 1））］"&

由条件"），有 45（ .）$ 2%!" ,$ ) 1 3"&

再由 ’()*()不等式，得 # # # # # # 45（ .）$ 2 %!"（,$ ) 1）"&
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又据条件#）知 # # # # # # 4（$）" %!"（&）［,!（&）) 1$（&）］"& * $ （.）

由（1）、（.）式知在［$，7］上，有 4（ .）* $，从而由（1）式得 # # # # "4（ .）
243（ .）
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注意 0 * !，由（!$）式得 7&%
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8 ) 3，即问题（!）的解在有限时间内爆破或熄灭。

证毕

定理 &# 如果问题（&）满足条件
$）- ) +$ #（, ) 1）) 2 , ) 1 3，其中 2 * $，3 * ! 为常数
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则其解 "（!，&），$（!，&）必在有限时间内爆破。

证明 # 设 ’（ &）( %!"［"（!，&）# $（!，&）］"!，类似定理 $ 的证明，可得

’)（ &）( %!"［（ * # + , #（" # $））］"!

由条件"），有 ’)（ &）$ -%!" " # $ ."!，再由 %&’(&’不等式，得

’)（ &）$ - %!"（" # $）"!
.
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由条件!），知 ’（!）( %!"（!）［"!（!）# $!（!）］"! % ! （$)）

由（$$）、（$)）式，类似定理$的证明，可知 /& $
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0 # *，即问题（)）的解在有限时间内爆破。

证毕

在初值条件的另一种情形，有定理 +。
定理 +# 如果问题（)）适合条件
#）* # + ( - " # $ .,$（" # $），-’ !，. % $ 为常数
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由 !"#$%& 不等式，知 !"（ #）$ ’
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0 % *，从而问题（’）的解必在有限时间内爆破。 证毕
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